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I. PROBABILITÉS





8IntrodutionConsidérons les énonés suivants :� � tirer un 6 sur un dé équilibré � ;� � il pleut demain � ;� � une météorite de grande taille va heurter la terre au ours du prohain sièle �.Ce sont des énonés de omplexité roissante. Une probabilité est une façon d'assigner un nombreà de tels énonés. En général, e nombre est ompris entre 0 et 1, mais parfois on l'exprime enpourentage. Plus e nombre est élevé, plus l'énoné est onsidéré omme probable. Pour pouvoirassoier un nombre à es énonés, il faut tout d'abord préiser e qu'on entend par un énoné,qu'on appelle évènement en langage probabiliste. Puis il faut se donner des règles sur la manièrede aluler e nombre. C'est l'objet de la théorie des probabilités présentée dans la permièrepartie de e ours.Il faut toujours avoir présent à l'esprit qu'une probabilité ne provient que d'une théorie mathé-matique et non diretement de la réalité. La modélisation probabiliste sert à pallier : notreabsene de onnaissane (pour le loto, le poker, les ours de la bourse du lendemain, la hargesur un serveur,...), une trop grande omplexité du phénomène étudié (en éonométrie, évolutiondu limat,...), ou d'une onnaissane imparfaite des onditions initiales d'un phénomène dontpar ailleurs on onnaît les équations (laner de dé, météo,...). Il faut toutefois noter un as trèspartiulier où les probabilités semblent irrédutibles et sont pour l'instant onsidérées ommeinhérentes à la nature même de l'objet étudié : la méanique quantique.Les probabilités servent également de base théorique aux statistiques, dont l'objet est la ollete,la desription et l'analyse de données.Ce ours présente les notions fondamentales des probabilités, ave omme �l onduteur la né-essité d'arriver aux notions de probabilité néessaires aux statistiques : variables aléatoires, loides grands nombres et théorème entral limite. On ommene par poser les axiomes des proba-bilités et rappeler quelques notions indispensables de la théorie des ensembles (hapitre 1). Onprésente ensuite le modèle de probabilité uniforme que l'on renontre dans les jeux de dés et deartes (hapitre 2). Au hapitre 3 on aborde le ÷ur du raisonnement probabiliste ave les pro-bababilités onditionnelles et la élèbre formule de Bayes. Les hapitres 4 à 6 sont onsarés auxvariables aléatoires. Le hapitre 7 présente les notions liées au alul de l'espérane : espéranemathématique, variane et ovariane. En�n, le hapitre 8 est onsaré aux théorèmes limitesqui sont indispensables à l'utilisation des probabilités en statistique.





10 1 EVÈNEMENTS, ENSEMBLES ET PROBABILITÉS1 Evènements, Ensembles et Probabilités1.1 Les évènementsEn probabilité, un évènement est un énoné en relation ave l'expériene aléatoire onsidérée.Ainsi, parler de l'âge du apitaine quand on joue à la roulette ne peut pas être un évènement.Les dé�nitions suivantes servent à onstruire la notion d'évènement.Une expériene aléatoire est une expériene dont on ne onnaît pas l'issue : laner de dé,distribution d'un jeu de artes, temps d'attente à un guihet de poste, temps de téléhargementd'un gros �hier,...L' univers est l'ensemble de tous les résultats possibles d'une expériene aléatoire. L'univers estnoté Ω.Un évènement élémentaire est un des résultats possibles d'une expériene aléatoire. Un évè-nement élémentaire est aussi appelé un état, noté ω. On note don
ω ∈ Ω.Un évènement est un ensemble de résultats possibles, 'est-à-dire un ensemble d'états. Lesévènements sont généralement notés par les premières lettres apitales romaines, A,B,C,D, . . .Un énoné se traduit par un évènement, qui estun sous-ensemble de l'univers.Quelques exemples :� On joue deux fois à Pile ou Fae. Un état est par exemple (P,F ). L'univers est

Ω = {(P,P ); (P,F ); (F,P ); (F,F )}.Il y a quatre états dans l'univers. A l'énoné � tirer au moins une fois pile � orrespondl'évènement A = {(P,P ); (P,F ); (F,P )}. Il y a trois états dans et évènement.� On lane deux dés. Un état est par exemple (3,6). L'univers est
Ω = {(i, j) : i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}}Il y a 36 états dans et univers. A l'énoné � la somme des deux dés vaut 7 � orrespondl'évènement A = {(1, 6); (2, 5); (3, 4); (4, 3); (5, 2); (6, 1)}. Il y 6 états dans et évènement.� Tirer à Pile ou Fae jusqu'à e que Fae apparaisse. Un état est par exemple PPPPF . L'universontient un nombre in�ni (mais dénombrable) d'éléments :

Ω = {F,PF, PPF,PPPF,PPPPF, . . .}.A l'énoné � Fae apparaît en 3 laners au plus �, orrespond l'évènement A = {F,PF, PPF}.



1.2 Rappels sur la théorie des ensembles 11� On observe la durée de vie d'un transistor. Un état peut être n'importe quel réel positif, parexemple 3 h 48 mn et 5,666... s. Ii l'univers est R+. C'est un ensemble ontinu, 'est à direnon dénombrable. A l'énoné � Le transistor fontionne enore après 60 jours � orrespondl'évènement ]7200h,+∞[. Cet évènement n'est pas non plus dénombrable.1.2 Rappels sur la théorie des ensemblesNous avons vu que les univers sont des ensembles et les évènements des sous-ensembles (dondes ensembles eux-mêmes) de et univers. Il est don néessaire de rappeler ii quelques notionssur la théorie des ensembles.Dé�nitions� L'intersetion de deux ensembles A et B est l'ensemble noté A ∩ B des éléments ω quiappartiennent à A et à B.� L'union de deux ensembles A et B est l'ensemble noté A∪B des éléments ω qui appartiennentà A ou à B.� Un ensemble A est inlus dans B, et on note A ⊂ B, si tout élément ω appartenant à Aappartient aussi à B.� Le omplémentaire (sous-entendu par rapport à Ω) d'un ensemble A, est l'ensemble noté Ā(parfois noté Ac) des éléments de Ω n'appartenant pas à A.� Les intersetions et unions se généralisent au as d'ensembles multiples. Ainsi par exemple,
n
⋃

i=1

Ai = {ω : ω ∈ A1, ou ω ∈ A2, ou ω ∈ A3, . . . , ou ω ∈ An}désigne la réunion des ensembles A1, . . . , An. On érit de même
n
⋂

i=1

Ai = {ω : ω ∈ A1, et ω ∈ A2, et ω ∈ A3, . . . , et ω ∈ An}pour l'intersetion des ensembles A1, . . . , An.Pour des séquenes in�nies d'ensembles, on fait de même.� Les ensembles A et B sont dits disjoints (ou inompatibles) si leur intersetion est vide :
A ∩ B = ∅.On rappelle les propriétés suivantes, qu'il est faile de véri�er, à l'aide des diagrammes de Vennpar exemple.� Commutativité :

A ∩ B = B ∩ A

A ∪ B = B ∪ A



12 1 EVÈNEMENTS, ENSEMBLES ET PROBABILITÉS� Assoiativité :
A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C = A ∩ B ∩ C

A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C = A ∪ B ∪ C� Distributivité :
A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C)� Lois de De Morgan :
A ∩ B = Ā ∪ B̄

A ∪ B = Ā ∩ B̄Ainsi, le ontraire de � la haîne hi-� fontionne � est � la platine ne fontionne pas, ou l'ampline fontionne pas, ou les eneintes ne fontionnent pas �.Le ontraire de � la haîne hi-� ne fontionne pas � est � la platine fontionne, et l'amplifontionne, et les eneintes fontionnent �.1.3 La tribu des évènementsAu paragraphe préédent, nous avons vu qu'à des énonés orrespondent des sous-ensembles de
Ω, les évènements. Composer des énonés à l'aide des onjontions � et �, � ou � et à l'aide dela négation revient don à omposer des ensembles à l'aide des opérateurs ∩, ∪ et ¯ . Lorsquel'on ompose des énonés (en français) valables, on souhaite qu'ils restent des énonés valables.De même, lorsque l'on ompose des évènements, on souhaite qu'ils restent des évènements. Onnotera A l'ensemble des évènements que l'on souhaite prendre en ompte dans le adre d'uneexpériene aléatoire. La struture algébrique qui orrespond à e que nous souhaitons s'appelleune tribu. Elle possède les propriétés suivantes, dont on pourra s'assurer qu'elles orrespondentbien à e que nous reherhons.Dé�nition 1.1 La tribu A des évènements (sous-entendu, d'une ertaine expériene aléatoiredont l'univers est Ω) est dé�nie par les deux propriétés suivantes :1) Si A ∈ A, alors Ā ∈ A ;2) Si A,B ∈ A, alors A ∪ B ∈ A.Cette struture su�t si Ω possède un nombre �ni d'états. Lorsque e n'est pas le as, on remplaela propriété 2) par la propriété 2') :



1.4 Probabilités 132') Pour une famille (éventuellement in�nie dénombrable) d'évènements (An)n≥0 de A, on a
∞
⋃

n=0

An ∈ A.Il faut noter que l'axiome 2) ou 2') entraîne néessairement que Ω ∈ A. C'est l'évènement ertain.En onséquene, l'axiome 1) entraîne que ∅ ∈ A également : 'est l'évènement impossible. Leouple (Ω,A) s'appelle un espae probabilisable. En e�et, à e stade, nous avons onstruit unespae en attente d'être probabilisé en préisant sur quel ensemble d'évènements il est liite dealuler des probabilités. En revanhe, nous n'avons enore rien dit sur la manière de aluleres probabilités, et nous verrons au paragraphe suivant qu'il y en a de multiples.Voii deux as partiuliers très importants :1. Si Ω est �ni, alors A = P(Ω), l'ensemble des parties de Ω, est une tribu. C'est la tribu laplus détaillée (ou dit aussi la plus �ne) que l'on puisse onstruire sur Ω. C'est un peu la� tribu par défaut �.2. Si Ω est un intervalle I de R (par exemple I = R+), alors la tribu engendrée par lesintervalles ouverts inlus dans I est la tribu � naturelle �. On l'appelle la tribu borélienne1.1.4 ProbabilitésAyant un espae probabilisable (Ω,A), omment assoier un nombre à haque évènement ? End'autres termes, omment onstruire une appliation qui à haque évènement A assoie unnombre P (A) ?Avant de répondre diretement, faisons un peu d'histoire des probabilités. Jusqu'au XIXesièle, ondé�nissait la probabilité de A omme la limite de la fréquene de A quand l'expériene aléatoireétait répétée un très grand nombre de fois : P (A) = limn→∞ N(A)/n. En e�et, quand on reporte
N(A)/n en fontion de n, on observe une ourbe qui osille de moins en moins pour se stabiliserautour d'une ertaine valeur. Cette dé�nition posait de très grosses di�ultés ar :� Observer la onvergene peut être long. Tant que l'on onverge vers des valeurs simples faile-ment alulables, tout va bien. C'était souvent le as, ar aux XVIIeet XVIIIesièles (Pasal,Leibniz, Moivre, Bernoulli) la notion de probabilité s'est essentiellement dégagée à partir dealuls sur les jeux de artes et de dés pour lesquels l'univers n'admettait qu'un nombre �nid'états et présentait des aratères de symétrie. Mais quand on ne onnaît pas la valeur limite,omment être ertain de la valeur vers laquelle la ourbe semble onverger ?1Une � tribu engendrée � se onstruit de la façon suivante : tous les ouverts ]a, b[ de I sont des élémentsde la tribu ; puis on onstruit les autres éléments de la tribu par les opérations de omplémentation et réunionsdénombrables sur des éléments de la tribu.



14 1 EVÈNEMENTS, ENSEMBLES ET PROBABILITÉS� Elle ne donne auune règle pour faire des aluls sur des évènements omplexes. Il fallaitfaire appel au bon sens (qui est souvent trompeur) et il s'ensuivait des débats aharnés entreprobabilistes.Vers 1910, le mathématiien russe Kolmogorov proposa une base axiomatique des probabilités,détahée de toute notion fréquentiste. C'est toujours ette dé�nition qui est utilisée aujourd'hui.Elle a révolutionné les probabilités en o�rant un adre rigoureux dans lequel les aluls se fontsans ambiguités. Il partit du prinipe qu'une probabilité assigne un nombre à un évènement :'est don une appliation. Il établit ensuite que l'ensemble des évènements doit avoir la struturealgébrique d'une tribu. En�n il donna les onditions que doit véri�er ette appliation pour êtreune probabilité. On les appelle les axiomes (de Kolmogorov) des probabilités.Dé�nition 1.2 (Axiomes de Kolmogorov) Une probabilité P est une appliation de A vers
[0, 1] véri�ant les 3 axiomes suivants :1. la probabilité de l'évènement ertain est 1 :

P (Ω) = 1;2. les probabilités de deux évènements disjoints s'ajoutent :si A ∩ B = ∅, alors P (A ∪ B) = P (A) + P (B);3. Si Ω est in�ni, on omplète l'axiome 2 par l'axiome 3 : si (An)n≥0 est une famille d'évè-nements deux à deux inompatibles ('est-à-dire, An ∩ Am = ∅, ∀n,m), alors
P (

+∞
⋃

n=0

An) =
+∞
∑

n=0

P (An).Le triplet (Ω,A, P ) est un espae probabilisé. Beauoup de probabilités P di�érentes peuventorrespondre à un espae probabilisable : p.ex. pour une pièe de monnaie non équilibrée, onpeut prendre n'importe quelle valeur 0 ≤ p ≤ 1 pour p = P (Face). La forme partiulière queprend l'appliation P est e qu'on appelle un modèle probabiliste et les probabilités sont unethéorie mathématique permettant de manipuler es appliations P .Il faut noter que les fréquenes statistiques véri�ent bien les axiomes des probabilités. En e�et :1. N(A,n)/n ∈ [0, 1] ;2. N(Ω, n)/n = n/n = 1 ;3. N(∪iAi, n)/n =
∑

i N(Ai, n)/n si les Ai sont disjoints.Nous verrons au hapitre 8 que les 3 axiomes des probabilités (et quelques notions introduitesplus tard) su�sent à démontrer le bien-fondé de l'approhe fréquentiste, 'est-à-dire que N(A)/nonverge bien vers une valeur limite, égale à P (A).Voyons maintenant quelques propriétés qui déoulent (presque) diretement des 3 axiomes. Lesdémonstrations les plus simples sont laissées à titre d'exerie.



1.4 Probabilités 151. P (Ā) = 1 − P (A) (utiliser que A et Ā sont disjoints puis l'axiome 2) ;2. Si A ⊂ B, alors P (A) ≤ P (B) (onstruire des évènements disjoints) ;3. 0 ≤ P (A) ≤ 1 (utiliser les deux premières propriétés).4. Formule de Poinaré : Soient A et B deux évènements quelonques. On a :
P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B).Preuve : Comme A ∪ B = A ∪ (B ∩ Ā) et que A et B ∩ Ā sont disjoints, alors

P (A ∪ B) = P (A) + P (B ∩ Ā).Comme d'autre part B = (B ∩ A) ∪ (B ∩ Ā), on a
P (B) = P (B ∩ A) + P (B ∩ Ā).En rapprohant les deux équations, on trouve le résultat reherhé. 2.Cette formule peut se généraliser à n évènements, en se ompliquant fortement tout demême.5. Soit une famille in�nie d'évènements(An)n>0 ave A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . ., et A = ∪∞

n=1An.Alors P (An) → P (A) lorsque n → ∞.Preuve : On note Bn = An ∪ Ān−1 = An\An−1 (ave A0 = ∅). Les Bn sont disjoints, et
∪∞

n=1Bn = A. Don,
P (Am) = P (∪m

n=1Bn) =
m
∑

n=1

P (Bm).Lorsque m → ∞,
lim P (Am) = lim

m
∑

n=1

P (Bm) = P (A).

2



16 2 PROBABILITÉ UNIFORME - DÉNOMBREMENT2 Probabilité uniforme - Dénombrement2.1 Dé�nition de la probabilité uniformeA un espae probabilisable donné, on peut assoier plusieurs probabilités. Le hoix de la probabi-lité se fait à partir de la onnaissane qu'on a du phénomène que l'on herhe à modéliser. Danse hapitre, nous allons nous intéresser à une probabilité partiulière, la probabilité uniforme,qui est elle où tous les états (ou évènements élémentaires) sont équiprobables. Cette probabilitéapparaît pour des raisons de symétrie (dés, artes, boules dans une urne,...) ou lorsqu'on n'aauune bonne raison d'utiliser un autre modèle ('est un peu le modèle � par défaut �).Dé�nition 2.1 Soit Ω = {ω1, ω2, . . . , ωNΩ
} un univers �ni ontenant NΩ éléments. La probabi-lité P est la probabilité uniforme si tous les états ωi, i = 1, . . . ,NΩ sont équiprobables. Alors :

P ({ω1}) = P ({ω2}) = · · · = P ({ωNΩ
}) = p,ave p = 1/NΩ.En e�et, 1 = P (Ω) = P (∪i{ωi}) =

∑

i P ({ωi}) = pNΩ par l'axiome 2. Dans e modèle, laprobabilité de tout évènement A se alule failement. Soit A = {ω1, . . . , ωNA
} un évènementontenant NA éléments. Alors,

P (A) =
∑

ωi∈A

P (ωi) = p.NA =
NA

NΩ
.Habituellement, on appelle NΩ le nombre de as possibles et NA le nombre de as favorables(par rapport à l'évènement A), e qui mène à la formule bien onnue

P (A) =
nombre de as favorablesnombre de as possibles .Exemple On joue 3 fois à Pile ou Fae. A =� Fae apparaît une fois exatement �. Alors :

A = {(FPP ), (PFP ), (PPF )},don NA = 3, et
Ω = {(FFF ), (FFP ), (FPF ), (FPP ), (PFF ), (PFP ), (PPF ), (PPP )},et NΩ = 8. Don P (A) = 3/8.Ainsi, dans le as d'une probabilité uniforme, le alul des probabilités se ramène à ompter lenombre des as favorables et possibles. C'est e qu'on appelle le dénombrement.



2.2 Règles de dénombrement 172.2 Règles de dénombrementDénombrer des as favorables et des as possibles n'est pas toujours simple. Ce paragrapheprésente quelques règles de dénombrement qui seront néessaires pour la suite. Nous ommençonspar des exemples introdutifs, qui sont généralisés ensuite par des règles ou des théorèmes.Exemple 1 Un restaurant propose une formule dans laquelle on peut hoisir une entrée, un plat etun dessert. Il y a un total de 3 entrées, 5 plats et 4 desserts. Combien de repas di�érents peut-onprendre ? Pour haque hoix d'entrée, il y 5 plats, e qui nous donne 3 × 5 = 15 ombinaisonsentrée+plat. Pour haune des es ombinaisons, il y a 4 desserts, e qui nous fait 15 × 4 = 60menus omplets di�érents. Au total, il y a don 3 × 5 × 4 menus.Exemple 2 On joue 3 fois à Pile ou Fae. Il y a 2× 2× 2 = 8 résultats possibles à e jeu (voir leparagraphe préédent pour plus de détail).Ces deux exemples se généralisent par la règle de multipliation :Règle de multipliation : lorsqu'une expériene est omposée de m sous-expérienes, et sihaune possède nk résultats possibles quels que soient les résultats des autres sous-expérienes,alors le nombre total de résultats possibles est :
n = n1n2 . . . nm.On peut multiplier les exemples d'appliation de ette règle : plaque d'immatriulation, odesCB, mots de passe,...Exemple 3 Soit E = {a, b, c}. Les permutations sont au nombre de 6 :

abc, acb, bac, bca, cab, cba.Permutations : Le nombre de permutations d'un ensemble à n éléménts est n! (rappel : � fa-torielle n � est le nombre n! = n(n − 1) . . . 1.). C'est toujours la règle de multipliation quis'applique (trouver pourquoi). Il faut noter que n! roît très vite :
1! = 1 5! = 120 9! = 362 880

2! = 2 6! = 720 10! = 3 628 800

3! = 6 7! = 5 040 70! > 10100

4! = 24 8! = 40 320Par onvention 0! = 1.Exemple 4 Douze personnes appartiennent à une assoiation. Combien de bureaux omposésd'un président, d'un vie-président, d'un trésorier et d'un serétaire peut-on onstituer ? Onapplique la règle de multipliation, e qui nous donne 12 présidents × 11 vie-présidents × 10trésoriers × 9 serétaires. La réponse est don 12.11.10.9. Or :
12.11.10.9 = 12.11.10.9.

8!

8!
=

12!

(12 − 4)!
.



18 2 PROBABILITÉ UNIFORME - DÉNOMBREMENTCe résultat se généralise en donnant la notion d'arrangement.Arrangements : Lorsqu'on extrait k éléments d'un ensemble de n éléments, et que l'ordredans lequel sont extraits es éléments importe, on parle d'arrangements. On note Ak
n le nombred'arrangements de k éléments parmi n (k ≤ n), et

Ak
n =

n!

(n − k)!
.Exemple 5 Supposons maintenant que dans ette assoiation, le bureau est toujours omposé de4 personnes, mais aux fontions équivalentes et interhangeables. Supposons que a, b, c, d, . . . , k, lsoient les noms des douze membres de l'assoiation. Alors (a, c, e, j), (a, e, c, j), (c, e, a, j), et...sont des arrangements équivalents pour ette assoiation, ainsi que toutes les 4! permutations dee bureau. Si on souhaite ompter le nombre de bureaux, il nous faut diviser le nombre Ak

n parle nombre de permutations de k éléments. C'est e qu'on appelle les ombinaisons.Combinaisons : Lorsqu'on extrait k éléments d'un ensemble de n éléments, et que l'ordre danslequel sont extraits es éléments n'importe pas, on parle de ombinaisons. On note Ck
n le nombrede ombinaisons de k éléments parmi n (k ≤ n), et

Ck
n =

Ak
n

k!
=

n!

k!(n − k)!
.Quelques propriétés :1.

Cn−k
n =

n!

(n − k)!(n − (n − k))!
=

n!

(n − k)!k!
= Ck

n,e qui revient à exprimer l'évidene suivante : séletionner k éléments parmi n est équivalentà séletionner les n − k omplémentaires.2. Il n'y a qu'un seule manière de séletionner tous les éléments d'un ensemble :
Cn

n =
n!

n!(n − n)!
=

n!

n!0!
= 1.En ombinant ave le résultat préédent : C0

n = 1.3. Il y a n façon de séletionner un élément parmi n :
C1

n =
n!

1!(n − 1)!
= n.Les exemples d'appliation des ombinaisons sont multiples. Ainsi par exemple :� On peut hoisir 4 toppings parmi 15 pour une pizza :ela nous donne C4

15 = 15.14.13.12/(4.3.2) = 1365 pizzas di�érentes.� Au poker on donne 5 artes parmi 32 :ela nous donne C5
32 = 32.31.30.29.28/(5.4.3.2) = 201 376 mains di�érentes.� Au loto, il faut séletionner 6 numéros parmi 49 :e qui nous donne 49.48.47.46.45.44/(6.5.4.3.2) = 13 983 816 grilles di�érentes.



2.3 Le bin�me de Newton 192.3 Le bin�me de NewtonLes ombinaisons Ck
n sont parfois appelées oe�ients du bin�me, ar ils interviennent dans ledéveloppement du bin�me

(x + y)n.Théorème 2.1 (Formule du bin�me) Pour tous réels x et y et pour tout entier naturel n,on a :
(x + y)n =

n
∑

k=0

Ck
nxkyn−k.Nous donnerons deux preuves à e théorème. La première est basée sur un argument ombinatoire,en lien ave le paragraphe préédent. La seonde démonstration, plus lassique, est purementalgébrique et sert à onvainre eux qui � ne roient pas � à la première.Preuve 1 : C'est un polyn�me de degré n, homogène en x et y. Don après développement ensomme de mon�mes, haque mon�me doit être de degré n, don de la forme αk,nxkyn−k. Il resteà déterminer la valeur de αk,n. Ce terme s'obtient en hoisissant k fateurs pour x (et don n−kfateurs pour y). Nous venons de voir qu'il y a Ck

n façons de hoisir k fateurs parmi n. Don
αk,n = Ck

n. 2.Preuve 2 : On démontre par réurrene. Il faut don i) démontrer que la formule du bin�meest vraie pour n = 1, puis ii) démontrer qu'elle est vraie pour n + 1 quand on l'admet pour n.i)
(x + y)1 = x + y

= C0
1x1y0 + C1

1x0y1.ii)
(x + y)n+1 = (x + y)(x + y)n

= (x + y)
n
∑

k=0

Ck
nxkyn−k

=
n
∑

k=0

Ck
nxk+1yn−k +

n
∑

k=0

Ck
nxkyn+1−k.On fait le hangement de variable i = k + 1 dans la première somme et i = k dans la seonde, equi nous donne

=
n+1
∑

i=1

Ci−1
n xiyn+1−i +

n
∑

i=0

Ci
nxiyn+1−i

= xn+1 +
n
∑

i=1

xiyn+1−i
(

Ci−1
n + Ci

n

)

+ yn+1. (1)



20 2 PROBABILITÉ UNIFORME - DÉNOMBREMENTOr :
Ci−1

n + Ci
n =

n!

(i − 1)!(n − i + 1)!
+

n!

i!(n − i)!

=
i.n! + (n − i + 1)!n!

i!(n + 1 − i)!

=
n!(i + n − i + 1)

i!(n + 1 − i)!
=

(n + 1)!

i!(n + 1 − i)!

= Ci
n+1.En remplaçant e résultat dans (1), on trouve :

(x + y)n+1 = xn+1 +
n
∑

i=1

xiyn+1−iCi
n+1 + yn+1

=
n+1
∑

i=0

xiyn+1−iCi
n+1,e qui démontre la proposition. 2Notons qu'au passage on a également démontré que :

Ck−1
n + Ck

n = Ck
n+1.Cette égalité peut se représenter graphiquement par le triangle de Pasal2, dans lequel onretrouve à la ligne n et à la olonne k la valeur Ck

n :
k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5

n = 1 1 1
n = 2 1 2 1
n = 3 1 3 3 1
n = 4 1 4 6 4 1
n = 5 1 5 10 10 5 1

2Newton (1642�1727) et Pasal (1623�1662) : e ne sont pas là des mathématiques réentes !





22 3 PROBABILITÉS CONDITIONNELLES � INDÉPENDANCE3 Probabilités onditionnelles � Indépendane3.1 Probabilité onditionnelleSupposons maintenant que pour évaluer la probabilité d'un évènement A, on sahe qu'un autreévènement, B, s'est produit. Il est possible que onnaître ette information augmente la pro-babilité de A, ou au ontraire la diminue, ou enore la laisse inhangée. On appelle probabilitéonditionnelle de A sahant B ette nouvelle probabilité, notée P (A | B). Avant de présenter ladé�nition de ette probabilité onditionnelle, voyons un exemple.Exemple 1 On lane deux dés équilibrés. On onsidère A = � somme des dés vaut 8 � et B = � lepremier dé est un 3 �. Dans e as, A = {(2, 6); (3, 5); (4, 4); (5, 3); (6, 2)}, don P (A) = 5/36, et
B = {(3, 1); (3, 2); (3, 3); (3, 4); (3, 5); (3, 6)}. On herhe la probabilité onditionnelle P (A | B).Si A se produit sahant que B se produise, il faut néessairement que les deux se produisent,et don le seul état � favorable �qui orresponde à ela est (3, 5). Mais, si nous savons que Bs'est produit, le nombre d'états � possibles � n'est plus 36, mais 6, et dès lors la probabilité est
P (A | B) = 1/6.Cela nous amène à la dé�nition suivante :Dé�nition 3.1 Soit (Ω,A, P ) un espae probabilisé et soient A et B deux évènements aléatoiresave P (B) 6= 0. On appelle probabilité onditionnelle de A sahant B, le rapport

P (A | B) =
P (A ∩ B)

P (B)
.Comme dans l'exemple introdutif, ette dé�nition s'explique de la façon suivante : au numéra-teur, omme A et B se produisent simultanément, 'est bien P (A ∩ B) qu'il faut aluler ; audénominateur, P (B) joue le r�le de onstante de normalisation, ou, si l'on préfère, omme on saitque B s'est produit, il joue le r�le d'univers restreint, 'est à dire de nouvel évènement ertain.Ainsi, on s'assure que P (B | B) = 1.Exemple 2 Mme Durand a 2 enfants, dont l'un au moins est un garçon. Quelle est la probabilitéqu'elle ait deux garçons (on suppose les évènements élémentaires équiprobables) ?Notons A = � avoir deux garçons � et B = � avoir au moins un garçon �. On reherhe P (A | B).Alors Ω = {FG,FF,GF,GG}, A = {GG}, B = {FG,GF,GG} et A ∩ B = {GG}. On trouveles probabilités suivantes : P (B) = 3/4, P (A ∩ B) = 1/4 et P (A | B) = P (A ∩ B)/P (B) =

0.25/0.75 = 1/3. Une réponse naïve (et fausse) aurait onsisté à dire que si un des enfants estun garçon, il y a une hane sur deux pour que l'autre soit aussi un garçon. Poser les aluls àl'aide d'évènements bien dé�nis permet d'éviter ette erreur.Théorème 3.1 Soit (Ω,A, P ) un espae probabilisé. Soient A et B deux évènements aléatoiresave P (B) 6= 0. Considérons l'appliation A 7→ P (A | B), et notons la PB(A). Alors PB(A) estbien une probabilité, au sens des axiomes de Kolmogorov.



3.2 Indépendane 23Preuve : La preuve onsiste à démontrer que les axiomes de Kolmogorov (Dé�nition 1.2) sontbien véri�és pour PB .1. PB(A) ≥ 0, ar P (A) ≥ 0.2.
PB(Ω) =

P (A ∩ Ω)

P (A)
=

P (A)

P (A)
= 1.3. Pour une suite Ai d'évènements disjoints,

PB(∪iAi) = P (∪iAi | B) =
P ((∪iAi) ∩ B)

P (B)

=
∑

i

P (Ai ∩ B)

P (B)
=
∑

i

P (Ai | B)

=
∑

i

PB(Ai).

2On en tire immédiatement les orollaires suivants :� P (Ā | B) = 1 − P (A | B).� P (∅ | B) = 0.� P (A1 ∪ A2 | B) = P (A1 | B) + P (A2 | B) − P (A1 ∩ A2 | B).On peut faire une leture inversée de la dé�nition d'une probabilité onditionnelle, qui nousdonne la formule des probabilités omposées
P (A ∩ B) = P (A | B)P (B).En fait, on utilise très souvent les probabilités onditionnelles pour aluler des probabilitésd'intersetion en utilisant ette formule.Exemple 3 Quelle est la probabilité de tirer deux as d'un jeu de 52 artes ? Notons

B1 = � première arte est un as � et B2 = � deuxième arte est un as �Alors, A = B1 ∩ B2, et
P (A) = P (B1 ∩ B2) = P (B2 | B1)P (B1) =

3

51

4

52
.Notons que nous serions arrivés au même résultat par dénombrement : P (A) = C2

4/C2
52 =

4.3/52.51.3.2 IndépendaneDé�nition 3.2 Soit (Ω,A, P ) un espae probabilisé. Deux évènements sont indépendants si
P (A ∩ B) = P (A)P (B).



24 3 PROBABILITÉS CONDITIONNELLES � INDÉPENDANCEExemple 1 On tire au hasard une arte d'un jeu de 52 artes. On onsidère les évènements
A = � 'est un as � et B = � 'est un pique �. Le modèle de probabilité est elui des étatséquiprobables. On trouve don immédiatement que P (A) = 4/52 = 1/13 et P (B) = 13/52 = 1/4.D'autre part P (A ∩ B) = 1/52 = P (A)P (B). Don les évènements A et B sont indépendants.Exemple 2 On lane deux dés équilibrés. On onsidère les évènements A = � la somme vautneuf � et B = � le premier dé est un 4 �. Ii également le modèle est elui des états équiprobables.Alors P (A) = 4/36 = 1/9 et P (B) = 1/6. D'autre part P (A ∩ B) = 1/36 6= P (A)P (B). Donles évènements ne sont pas indépendants. Considérons maintenant l'évènement C = �le premierdé est un 2�. Alors P (C) = 1/6. Mais, P (A ∩ C) = 0 6= P (A)P (C). Les évènements A et C nesont don pas non plus indépendants.Ce dernier résultat mène à une remarque très importante, qui généralise et exemple :Il ne faut pas onfondre évènements indépendants etévènements inompatibles.L'inompatibilité signi�e que A ∩ B = ∅ (il n'y a don pas de notion de probabilité), tandis quel'indépendane signi�e que P (A∩B) = P (A)P (B). En fait, deux évènements de probabilités nonnulles ne peuvent être en même temps inompatibles et indépendants. La preuve est immédiate,ar d'une part P (A)P (B) > 0 par hypothèse, mais d'autre part A∩B = ∅, et don P (A∩B) =

P (∅) = 0. Ainsi, P (A)P (B) 6= P (A ∩ B). En partiulier, A et Ā ne sont pas indépendants.Théorème 3.2 Soient A et B deux évènements d'un espae probabilisé (Ω,A, P ) ave P (A) > 0et P (B) > 0. Alors, P (A | B) = P (A) ⇔ (A,B) sont indépendants. De plus, dans e as, (Ā,B),
(A, B̄), (Ā, B̄) sont également indépendants.Preuve :
⇒ ) Par hypothèse, P (A) = P (A | B) = P (A ∩ B)/P (B). Don P (A)P (B) = P (A ∩ B).
⇐) P (A | B) = P (A ∩ B)P (B) = P (A)P (B)/P (B) = P (A). 2L'interprétation que l'on peut faire de ette propriété est que si l'information apportée par B dans
P (A | B) ne hange pas la probabilité P (A), 'est que les deux évènements sont indépendants.Dé�nition 3.3 Soit une famille d'évènements A1, A2, . . . , An d'un espae probabilisé (Ω,A, P ).� Ces évènements sont dits indépendants deux à deux si pour toutes paires {Ai, Aj} d'évène-ments, on a P (Ai ∩ Aj) = P (Ai)P (Aj).� Ces évènements sont dits indépendants si pour tout sous-ensemble d'évènements on a P (∩kAk) =
∏

k P (Ak).



3.3 Probabilités totales 25On ommet souvent l'erreur de penser que des évènements sont indépendants dès lors qu'ils sontindépendants deux à deux. En réalité, la seonde notion est beauoup plus restritive que lapremière.Exemple 3 Soient les évènements A = � Alie et Béatrie ont même anniversaire �, B = � Béatrieet Caroline ont même anniversaire � et C = � Alie et Caroline ont même anniversaire �. On voitque P (A) = P (B) = P (C) = 1/365, et que P (A∩B) = P (B∩C) = P (A∩C) = 1/3652. Comme
P (A∩B ∩C) = P (A∩B) 6= P (A)P (B)P (C), les évènements A,B,C ne sont pas indépendants.3.3 Probabilités totalesConsidérons que les évènements A1, A2, . . . , An forment une partition de Ω, 'est-à-dire que leurréunion forme Ω, et que leur intersetion deux à deux est vide :

n
⋃

i=1

Ai = Ω et Ai ∩ Aj = ∅, ∀i 6= j.Par exemple, si A est un évènement de Ω, (A, Ā) est une partition de Ω. Alors,
B = B ∩ Ω = B ∩ (∪iAi)

= ∪i(B ∩ Ai).Don,
P (B) = P (∪i(B ∩ Ai))

=
∑

i

P (B ∩ Ai)

P (B) =
∑

i

P (B | Ai)P (Ai).C'est la formule des probabilités totales et omposées. L'avant-dernière égalité provientde l'axiome 2, en raison de l'inompatibilité des évènements formant la partition. La dernièreégalité provient de la formule des probabilités omposées. Cette formule permet de aluler uneprobabilité omplexe en la déomposant sur une base d'évènements formant une partition, etmenant à un ensemble de probabilités plus simples à aluler.Exemple 1 Albert lane 2 pièes ; Béatrie lane 3 pièes. Gagne elui qui a le plus de Pile. Onherhe à aluler P (B), la probabilité que Béatrie gagne. On note les évènements suivants :
Ai = � Albert a i Pile �,
Cj = � Béatrie a j Pile �.On déompose P (B) de la façon suivante :

P (B) =
2
∑

i=0

P (B | Ai)P (Ai).



26 3 PROBABILITÉS CONDITIONNELLES � INDÉPENDANCEIl faut don évaluer les 6 probabilités de ette expression : On a P (A0) = 1/4, P (A1) = 1/2 et
P (A2) = 1/4, et
P (B | A0) = 1 − P (C0) = 1 − 1/8 = 7/8,
P (B | A1) = P (C2 ∪ C3) = 1/8 + 3/8 = 4/8,
P (B | A2) = P (C3) = 1/8,e qui donne au total P (B) = 7/8.1/4 + 4/8.1/2 + 1/8.1/4 = (7 + 8 + 1)/32 = 1/2.Exemple 2 En génétique, haque parent possède deux opies d'un gène, sur haun des brinsd'un hromosome. Les gamètes (les ellules de reprodution) ne possèdent haune qu'une opiede haque gène, qui provient d'un des deux brins, hoisi au hasard ave une probabilité 1/2. Legénotype d'un individu est don omposé d'une opie du gène provenant de haque parent, etteopie ayant été tirée au hasard parmi les deux opies de haun des parents.Supposons que le phénotype (e que l'on voit de la personne, la ouleur des yeux par exemple)soit déterminé par un seul gène, qui n'existe qu'en deux versions (les allèles) notées A et a.L'exemple historique est elui des petits pois étudiés par Mendel, où A = � peau lisse � et
a = � peau ridée �. Chez les petits pois, la peau lisse est dominante, e qui signi�e que pourles ombinaisons d'allèles AA, Aa et aA, le phénotype est une peau lisse. La peau ridée n'estobtenue que pour la ombinaison aa. Chez les humains, la ouleur bleue des yeux est dominéepar la ouleur marron. Soit une population dont les proportions sont les suivantes : P (AA) = α0,
P (Aa ou aA) = β0 et P (aa) = γ0. On suppose maintenant que les individus se roisent au hasarddans ette population, et on alule les proportions des génotypes à la génération suivante. Soit
P (A) la probabilité que l'allèle A d'un asendant soit séletionné. En utilisant la formule desprobabilités totales et omposées, on a

P (A) = P (A | AA)P (AA) + P (A | Aa ou aA)P (aA) + P (A | aa)P (aa)

= α0 + β0/2 + 0 = p1.Alors on obtient la fréquene de la nouvelle génération P (AA) = P (A)P (A) = p2
1 = α1. De lamême façon, on trouve P (aA) = 2p1(1−p1) = β1 et p(aa) = (1−p1)

2 = γ1. Passons maintenantà la deuxième génération :
p2 = α1 + β1/2 = p2

1 + 2p1(1 − p1)/2 = p2
1 + p1 − p2

1 = p1.Comme on vient de montrer que p2 = p1, il en déoule immédiatement que α2 = α1, β2 = β1 et
γ2 = γ1. Autrement dit, la proportion des di�érents génotypes (et don aussi des phénotypes)reste identique dès la première génération, et ela quelle que soit la génération de départ. Onpeut don érire que P (AA) = p2, P (aA) = 2p(1−p) et P (aa) = (1−p)2, où p est la proportionde l'allèle A dans la population. Ainsi, par exemple si Mendel observe 9% de petits pois ave lapeau fripée, alors P (aa) = 0, 09 ⇒ 1 − p = 0, 3 et P (A) = 0, 7.



3.4 Formule de Bayes 273.4 Formule de BayesSupposons que l'on soit dans la situation suivante : on souhaite aluler une probabilité P (B | A),mais on ne onnaît que P (A | B), P (A | B̄) et P (B). Cette situation se renontre lorsque A estun e�et que l'on observe, et qu'il y a deux auses possibles : B et B̄. Il arrive souvent que l'onsahe aluler la probabilité d'observer un e�et pour une ause donnée ('est-à-dire P (A | B)),et que l'on herhe à identi�er la probabilité d'une ause, ayant observé l'e�et.On part de
P (B | A) =

P (B ∩ A)

P (A)
=

P (A | B)P (B)

P (A)Nous avons réussi à retourner le onditionnement, et on voit que P (B | A) est proportionnel à
P (A | B). On sait aluler le numérateur. Il reste à aluler le dénominateur, e qui se fait enutilisant la formule des probabilités totales et omposées :

P (A) = P (A | B)P (B) + P (A | B̄)P (B̄),e qui nous mène �nalement à
P (B | A) =

P (A | B)P (B)

P (A | B)P (B) + P (A | B̄)P (B̄)
.Cette formule se généralise à une partition B1, . . . , Bn pour aboutir à la formule de Bayes :

P (Bi | A) =
P (A | Bi)P (Bi)

∑n
j=1 P (A | Bj)P (Bj)

.Exemple 1 Un onstruteur d'ordinateurs fait venir ses CPU de trois usines di�érentes. L'usine
B1 onstruit 50% des CPU. Le taux de défaut est de 0, 1%. L'usine B2 fournit 30% des CPUdont 0, 2% défetueuses. La troisième usine B3 fournit 20% des omposantes ave un taux dedéfaut de 0, 5%. On onstate une CPU défetueuse sur un ordinateur. Quelle est la probabilitéqu'elle vienne de la première usine, de la seonde, de la troisième ?On note A l'évènement � pue défetueuse �. Le dénominateur vaut :

P (A) = P (A | B1)P (B1) + P (A | B2)P (B2) + P (A | B3)P (B3)

= 0, 1.0, 5/100 + 0, 2.0, 3/100 + 0, 5.0, 2/100 = 0, 21/100.D'où
P (B1 | A) = P (A|B1)P (B1)

P (A) = 0,05/100
0,21/100 = 5/21,

P (B2 | A) = P (A|B2)P (B2)
P (A) = 0,06/100

0,21/100 = 6/21,

P (B3 | A) = P (A|B3)P (B3)
P (A) = 0,10/100

0,21/100 = 10/21.On note que la somme de es trois probabilités fait 1, puisque la CPU défetueuse doit bienprovenir de l'une des trois usines.



28 3 PROBABILITÉS CONDITIONNELLES � INDÉPENDANCEExemple 2 Un test sanguin détete 98% des malades porteurs d'une maladie rare (prévalenedans la population = 1/1000). En revanhe, 1% de la population saine est détetée positive (esont les faux positifs). Une personne est délarée positive ; quelle est la probabilité qu'elle soitréellement atteinte ?On note les évènements A = � la personne est malade � et B = � la personne est positive �. Onveut aluler P (A | B). On applique la formule de Bayes :
P (A | B) =

P (B | A)P (A)

P (B | A)P (A) + P (B | Ā)P (Ā)

=
0, 98 × 0, 001

0, 98 × 0, 001 + 0, 01 × 0, 999
= 0, 089.Dans et exemple, une personne positive n'a don qu'une probabilité de 9% d'être malade. Pourexpliquer e résultat qui paraît étonnant, onsidérons un ensemble de 1000 personnes tiréesau hasard. Sur les 1000 personnes, 1 est malade et elle est presque toujours détetée. Sur les999 personnes saines, 1%, 'est-à-dire environ 10 personnes seront délarées positives. Au total,environ 11 personnes sont positives, dont une seule (soit 1/11 ≃ 9%) est malade.Fae à une probabilité aussi faible, lorsque une personne est délarée positive, le test est refaitpour on�rmation. Des examens approfondis ne sont presrits que si la personne est délaréepositive 2 fois. La probabilité qu'elle soit malade dans e as, P (A | BB) vaut maintenant

P (A | BB) =
P (BB | A)P (A)

P (BB | A)P (A) + P (BB | Ā)P (Ā)
.A�n de aluler les probabilités onditionnelles P (BB | A) et P (BB | Ā), on va supposer queles résultats de deux tests suessifs sont indépendants3. Alors,

P (A | BB) =
P (BB | A)P (A)

P (BB | A)P (A) + P (BB | Ā)P (Ā)

=
0, 982.0, 001

0, 982.0, 001 + 0, 012.0, 999
= 0, 90.Ainsi, on voit que faire le test deux fois améliore très signi�ativement les performanes du test.

3Cette hypothèse sous-entend impliitement que les auses à l'origine du test erroné sont extérieures à l'individuet ne sont pas dues à des fateurs biologiques de l'individu, qui se répéteraient sur des tests suessifs. Cettehypothèse est en réalité trop grossière pour être exate en pratique.





30 4 VARIABLES ALÉATOIRES4 Variables aléatoires4.1 IntrodutionIl arrive très souvent que la aratéristique qui nous intéresse à l'issue d'une expériene aléatoiresoit un nombre. Ce nombre est variable puisqu'il varie d'une répétition à l'autre de l'expérieneet il est aléatoire : on l'appelle don variable aléatoire. Ainsi, par exemple :� on tire à Pile ou Fae 10 fois, on ompte le nombre de Pile ;� on lane deux dés, et on s'intéresse à la somme.Dé�nition 4.1 Une variable aléatoire, X, est une appliation de Ω vers un ensemble quanti-tatif, le plus souvent N, R ou une partie de eux-i,
X : Ω → E

ω 7→ X(ω)telle que pour tout intervalle I de E, l'ensemble réiproque
X−1(I) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ I}est un évènement de A.A�n d'alléger les notations, on parle alors de l'évènement {X ∈ I}, qui est une façon abrégéed'érire l'évènement {ω : X(ω) ∈ I}. Le plus souvent, on ne fait plus référene à Ω, et on parlediretement de P (X ∈ I) plut�t que de P (X−1(I)).Il y a deux grands types de variables aléatoires :� les variables aléatoires disrètes, qui ne prennent qu'un nombre �ni ou in�ni dénombrable devaleurs ; le plus souvent E = N, ou une partie de N ;� Les variables aléatoires ontinues, qui prennent un nombre in�ni non dénombrable de valeurs ;le plus souvent E = R ou un intervalle de R.4.2 Fontion de répartitionDé�nition 4.2 La fontion de répartition d'une variable aléatoire X (disrète ou ontinue) estla fontion F (x) :

F (x) = P (X ≤ x), x ∈ R.La fontion de répartition aratérise entièrement la variable aléatoire. Elle possède les propriétéssuivantes :



4.3 Variables aléatoires disrètes 31i) F (x) est non déroissante : si x1 < x2, alors F (x1) ≤ F (x2). Preuve :
F (x2) = P (X ≤ x2)

= P ({X ≤ x1} ∪ {x1 < X ≤ x2})
= P (X ≤ x1) + P (x1 < X ≤ x2)

= F (x1) + P (x1 < X ≤ x2).Comme P (x1 < X ≤ x2) ≥ 0, F (x2) ≥ F (x1).ii) limx→−∞ F (x) = 0.iii) limx→∞ F (x) = 1.iv) F (x) est ontinue à droite : limy↓x F (y) = F (x).v) limy↓x F (y) − limy↑x F (y) = P (X = x). Le saut de disontinuité de F au point x est égal à
P (X = x).Remarque : En utilisant la fontion de répartition :

P (a < X ≤ b) = F (b) − F (a).En e�et,
F (b) = P (X ≤ b) = P ({X ≤ a} ∪ {a < X ≤ b})

= F (a) + P (a < X ≤ b).4.3 Variables aléatoires disrètesUne variable aléatoire disrète ne peut prendre qu'un nombre �ni ou in�ni dénombrable devaleurs, qui seront notées x1, x2, . . . , xn, . . .. L'ensemble de es valeurs sera noté X . On appelleloi de probabilité, ou distribution de X l'appliation pX dé�nie par
pX(xi) = P (X = xi),pour tout xi ∈ X . Pour abréger les notations, on érit souvent pi = P (X = xi). Une loi deprobabilité est habituellement représentée par un diagramme en bâton.Théorème 4.1 Une famille disrète de valeurs pi, i = 1, 2, . . ., est une loi de probabilité si ellevéri�e les deux onditions suivantes :

pi ≥ 0 ∀i
∑

i

pi = 1.



32 4 VARIABLES ALÉATOIRESLa preuve se fait en montrant que es onditions véri�ent les axiomes de Kolmogorov, et estimmédiate. La seonde ondition déoule du deuxième axiome, en observant que
Ω =

⋃

i

{X = xi}.Exemple 1 On lane deux dés. X est la somme des deux faes visibles et Y désigne le maximumde es deux faes. Les lois de probabilité sont données dans le tableau i-dessous :
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

pX(k) � 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

pY (k) 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36 � � � � � �Les propriétés iv) et v) des fontions de répartition montrent que la fontion de répartition d'unevariable aléatoire disrète est une fontion en esalier dont les sauts se font aux valeurs prisespar la variable aléatoire, et dont l'amplitude du saut est la probabilité attahée à ette valeur.Exemple 2 Considérons maintenant que X possède la distribution de probabilité suvante :
P (X = 0) = 1/8, P (X = 1) = 3/8, P (X = 2) = 3/8 et P (X = 3) = 1/8. Calulons quelquesvaleurs partiulières de la fontion de répartition :
F (1, 3) = P (X ≤ 1, 3) = P (X = 0) + P (X = 1) = 1/8 + 3/8 = 1/2

F (−0, 3) = P (X ≤ −0, 3) = 0

F (0) = P (X ≤ 0) = P (X = 0) = 1/8

F (0, 00001) = P (X ≤ 0, 00001) = P (X = 0) = 1/8

F (0, 99999) = P (X ≤ 0, 99999) = P (X = 0) = 1/8

F (1) = P (X ≤ 1) = P (X = 0) + P (X = 1) = 1/8 + 3/8et...4.4 Modélisation probabiliste disrèteDans e paragraphe, nous allons voir quelques exemples de variables aléatoires disrètes, qui sontparmi les plus utilisées en modélisation probabiliste4.Variable aléatoire uniforme disrèteUne variable aléatoire disrète est dite uniforme si toutes les valeurs sont équiprobables :
P (X = x) =

1

n + 1
, k ≤ x ≤ k + n,4Attention, dans e paragraphe, et à plusieurs reprises dans e ours, les termes � loi � et � variable aléatoire �sont souvent employés indi�éremment. Le onept de loi de probabilité est plus opératoire, ar 'est elui qui nouspermet de faire les aluls, et son utilisation tend en onséquene à se généraliser. En toute rigueur, il s'agit d'unabus de langage, mais en général le ontexte permet de omprendre de quoi on parle.
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Fig. 1 � Système de probabilité (à gauhe) et fontion de répartition (à droite) d'une variablealéatoire binomiale B(3, 1/2).où k et n ∈ N.Exemple On lane un dé à six faes. X est la valeur de la fae visible. Alors X est une variablealéatoire disrète entre 1 et 6, don k = 1 et n = 5.Variable aléatoire de BernoulliLa variable aléatoire de Bernoulli est la variable aléatoire non triviale la plus simple possible. Ellene prend que deux valeurs, le plus souvent 0 et 1. Elle sert très souvent de variable indiatriepour e qu'on appelle une épreuve de Bernoulli. Une épreuve de Bernoulli est une expérienealéatoire dont l'univers ne ontient que deux états, le suès, noté A, et l'éhe, noté Ā. On peutassoier une variable aléatoire X qui prend la valeur 1 lorsque l'épreuve est un suès, et la valeur0 lorsque 'est un éhe : 'est alors une variable aléatoire de Bernoulli. On note p la probabilité
p = P (X = 1) = P (A)et q = 1 − p la probabilité omplémentaire. Néessairement, on a 0 ≤ p ≤ 1 (pourquoi ?).Variable aléatoire géométriqueOn répète une expériene aléatoire qui a une probabilité p de suès. On note X la variablealéatoire égale au nombre d'essais néessaires pour observer le premier suès. Le système deprobabilité de ette variable aléatoire est

P (X = k) = (1 − p)k−1p, k = 1, 2, . . .En e�et, pour que X = k, il est néessaire d'observer k − 1 éhes suessifs puis un suès au
kième essai. Par dé�nition, X est une variable aléatoire géométrique de paramètre p (le système



34 4 VARIABLES ALÉATOIRESde probabilité est une suite géométrique, d'où le nom de la variable aléatoire). Notons que ii
X = N∗ est in�ni.On peut véri�er que les onditions du théorème 4.1 sont bien véri�ées. En e�et, P (X = k) ≥ 0et :

∞
∑

k=1

P (X = k) = p
∞
∑

k=1

(1 − p)k−1

= p
∞
∑

k=0

(1 − p)k = p
1

1 − (1 − p)
= 1.Notons le résultat suivant :

P (X ≥ k) =
k
∑

i=1

P (X = i) = p
k
∑

i=1

(1 − p)i−1

= p
(1 − p)k−1

p
= (1 − p)k−1

= P (k − 1 éhes suessifs).Variable aléatoire binomialeOn répète n fois une épreuve de Bernoulli ayant une probabilité de suès p. On désigne par Xle nombre total de suès. Bien entendu, on a 0 ≤ X ≤ n. La loi de probabilité est :
P (X = k) = pk(1 − p)n−kCk

n, k = 0, . . . , n.Par dé�nition, X est une variable aléatoire binomiale, de paramètres (n, p), e qu'on note,
X ∼ B(n, p),et qu'on lit : X est distribué selon une loi binomiale de paramètres (n, p). La forme de etteloi de probabilité paraît ompliquée, mais elle s'explique assez failement si on revient à soninterprétation. Lorsqu'on répète n fois l'expériene aléatoire, une série de k suès et n−k éhesest par exemple AAĀAĀĀ . . . AĀĀ. La probabilité de haque suès est p, la probabilité dehaque éhe est 1− p. En utilisant l'indépendane des répétitions de l'épreuve, la probabilité deette série est pk(1 − p)n−k. Mais la série i-dessus n'est pas la seule série possible de k suès :il y par exemple k suès suivi de n − k éhes, l'inverse, ou d'autres séries enore. Chaunede es séries possède une probabilité pk(1 − p)n−k et ontribue à la probabilité P (X = k). Autotal, on dénombre Ck

n séries de k suès parmi n épreuve, d'où la formule i-dessus. On notequ'une loi binomiale véri�e bien les onditions pour être une loi de probabilité. Il est évident que
P (X = k) ≥ 0. Par ailleurs :

n
∑

k=0

P (X = k) =
n
∑

k=0

pk(1 − p)n−kCk
n

= (p + (1 − p))n = 1,



4.4 Modélisation probabiliste disrète 35en utilisant la formule du bin�me.La probabilité P (X = k) roît jusqu'à (n + 1)p, puis elle déroît. En e�et :
P (X = k)

P (X = k − 1)
=

Ck
npk(1 − p)n−k

Ck−1
n pk−1(1 − p)n−k+1

=
Ck

n

Ck−1
n

p

1 − p

=
n!

(n − k)!k!

(k − 1)!(n − k + 1)!

n!

p

(1 − p)
=

n − k + 1

k

p

(1 − p)
.Don :

P (X = k) ≥ P (X = k − 1)

⇐⇒ p(n − k + 1) ≥ (1 − p)k

⇐⇒ k ≤ (n + 1)p.Exemple Un système de ommuniation à n omposantes fontionne si au moins la moitié deses omposantes fontionne. On suppose que haque omposante fontionne indépendammentdes autres omposantes ave un probabilité p. On note X le nombre, aléatoire, de omposantesqui fontionnent.� Système à 3 omposantes : X ∼ B(3, p). La probabilité que le système fontionne est :
P (X ≥ 2) = P (X = 2) + P (X = 3)

= C2
3p2(1 − p) + C3

3p3

= p2(3 − 2p).� Système à 5 omposantes : X ∼ B(5, p). La probabilité que le système fontionne est :
P (X ≥ 2) = P (X = 3) + P (X = 4) + P (X = 5)

= C3
5p3(1 − p)2 + C4

5p4(1 − p) + C5
5p5

= 10p3(3 − 2p)2 + 5p4(1 − p) + p5.On peut montrer que le seond est meilleur que le premier si p ≥ 1/2 (e qui est logique,pourquoi ?).Variable aléatoire de PoissonDé�nition 4.3 (variable aléatoire de Poisson) Une variable aléatoire X est une variablealéatoire de Poisson de paramètre λ > 0, notée P(λ) si son système de probabilité est
P (X = k) =

e−λλk

k!
, k = 0, 1, . . .



36 4 VARIABLES ALÉATOIRESLa variable aléatoire de Poisson est un as limite de la variable aléatoire binomiale. En e�et,supposons X ∼ B(n, p) ave n → ∞, p → 0 et np = λ reste onstant. Alors :
P (X = k) =

n!

k!(n − k)!
pk(1 − p)n−k

=
n!

k!(n − k)!
(λ/n)k(1 − λ/n)n−k

=
n(n − 1) . . . (n − k + 1)

nk

λk

k!
(1 − λ/n)n(1 − λ/n)−k.Le premier et le dernier fateur tendent vers 1 lorsque n tend vers l'in�ni. D'autre part, limn→∞(1−

λ/n)n = e−λ. Don, �nalement :
lim

n→∞
P (X = k) =

e−λλk

k!
.En d'autres termes, si on a un grand nombre d'évènements indépendants ayant haun uneprobabilité très petite d'ourrene, alors le nombre total d'ourrenes est approximativementdistribué omme une loi de Poisson. La onvergene de la loi binomiale vers la loi de Poisson estillustrée à la �gure 2, où le système de probabilité d'une loi binomiale B(n, p) a été représenté,en onservant le produit np = 2 onstant et p déroissant de 0,5 à 0,1. On observe que le systèmede probabilité d'une B(20, 0, 1) est très prohe de elui d'une P(2).La variable aléatoire de Poisson joue un r�le très important en modélisation probabiliste. Il sertà modéliser des phénomènes aléatoires qui ont à haque répétition une très petite hane de seréaliser, mais dont le nombre de répétitions est très grand. C'est le as par exemple :� du nombre d'erreurs typographiques sur une page ;� du nombre de requêtes sur un serveur par unité de temps (surtout s'il n'est pas très fréquenté ;sinon, il est préférable d'envisager d'autres modèles) ;� du nombre d'aidents d'avion en un an ;� du nombre de désintégration α de matériel radioatif par unité de temps ;� du nombre de mauvaises herbes dans un hamp ;� . . .On remarque la présene du temps ou de l'espae dans beauoup de es exemples. En e�et,faisons les hypothèses suivantes : 1) la probabilité d'un évènement est très petite dans un trèspetit intervalle ; 2) les événements dans des intervalles disjoints sont indépendants. Alors, lenombre d'évènements dans un grand intervalle est une variable aléatoire binomiale où p est trèspetit et n très grand. A la limite, 'est une variable aléatoire de Poisson de paramètre λ = np.4.5 Variable aléatoire ontinueUne variable aléatoire ontinue est une variable aléatoire dont la fontion de répartition estontinue partout et dérivable presque partout ('est-à-dire, partout sauf en un nombre de points
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Fig. 2 � Convergene de la loi binomiale vers la loi de Poisson.



38 4 VARIABLES ALÉATOIRESau plus dénombrable). Dans e as, il existe une fontion f(x) qui permet d'érire :
P (a < X ≤ b) =

∫ b

a
f(x)dx = F (b) − F (a).Aux points où F est dérivable, on a don F ′(x) = f(x). La fontion f(x) s'appelle la densitéde probabilité de X. On appelle support de f(x), la partie de R où f(x) est non nulle. Lesvaleurs possibles de la variable aléatoire sont les points où la densité est non nulle. En d'autrestermes, l'ensemble des observables X(Ω) est égal au support de f(x). Contrairement au asdisret, l'ensemble des observables X(Ω), n'est pas dénombrable.Voyons maintenant quel sens donner à la densité de probabilité. Comme

P (a < X ≤ b) =

∫ b

a
f(x) dx,la probabilité que la variable aléatoire X soit omprise entre a et b est l'aire située sous le graphede la densité de probabilité. Remplaçons b par a + δa, où δa est très petit. Alors,

P (a < X ≤ a + δa) =

∫ a+δa

a
f(x) dx ≃ f(a)δa.Ainsi, si f(x) n'est pas à proprement parler une probabilité, elle peut toutefois être vue ommeune vraisemblane : plus la densité de probabilité est élevée, plus il est vraisemblable que lavariable aléatoire prenne des valeurs dans le voisinage de x 5.Théorème 4.2 (Théorème de aratérisation) Une fontion f(x) est la densité d'une er-taine variable aléatoire ontinue X (dé�ni sur un ertain espae probabilisable (Ω,A, P ), pasforément onnu) ssi f(x) ≥ 0, ∀x ∈ R et

∫ +∞

−∞
f(x)dx = 1.La première ondition assure que les probabilités sont toujours positives. La seonde que

P (Ω) = 1.4.6 Modélisation probabiliste ontinueComme nous l'avons fait pour les variables aléatoires disrètes, nous présentons quelques variablesaléatoires qui sont parmi les plus utilisées en modélisation ontinue.5On peut faire une analogie ave une barre en un matériau dont la densité serait égale à f(x). Si f(x) nedésigne jamais la masse de ette barre en x (qui à stritement parler est nulle), f(x)dx est bien la masse del'élément dx et ∫ b

a
f(x) dx est la masse de la partie omprise entre a et b.



4.6 Modélisation probabiliste ontinue 39Variable aléatoire uniformeDé�nition 4.4 Une variable aléatoire X est une variable aléatoire uniforme si sa densité s'érit :
f(x) = c, lorsque a < x < b; f(x) = 0 sinon.La onstante c ne peut être quelonque. La deuxième ondition du théorème de aratérisationentraîne que
∫ +∞

−∞
c dx = 1 ⇔ c[x]ba = 1 ⇐⇒ c(b − a) = 1,et don c = 1/(b − a). Si a = 0 et b = 1, nous retrouvons la loi uniforme standard, où X ∈]0, 1[,qui n'est autre que la fontion RAND sur les alulatries. La fontion de répartition est F (x) = 0si x ≤ a et F (x) = 1 si x ≥ b. Pour a < x < b,

F (x) =

∫ x

a

1

b − a
du =

x − a

b − a
.
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Fig. 3 � Densité (à gauhe) et fontion de répartition (à droite) d'une variable aléatoire uniformesur l'intervalle [1, 3].Variable aléatoire exponentielleDé�nition 4.5 Une variable aléatoire X est une variable aléatoire exponentielle de paramètre
λ > 0 si sa densité s'érit :

f(x) = λe−λx lorsque x > 0; f(x) = 0 sinon.La fontion de répartition assoiée pour x > 0 est :
F (x) =

∫ x

0
λe−λu du = 1 − e−λx,et F (x) = 0 pour x < 0.La loi exponentielle est fort utilisée pour modéliser des proessus temporels, par exemple :� la durée de vie de omposantes életroniques,� les temps d'arrivée à un guihet, à un serveur,
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Fig. 4 � Densité (à gauhe) et fontion de répartition (à droite) d'une variable aléatoire expo-nentielle de paramètre λ = 2.� la déomposition nuléaire, et...On notera que l'on retrouve les mêmes exemples que eux utilisés pour les variables aléatoires dePoisson. En fait, es deux variables aléatoires sont très liées. On peut montrer que si les tempsséparant des évènements sont distribués selon une loi exponentielle, alors le nombre d'évènementspar unité de temps est distribué selon une loi de Poisson, et inversement.La loi exponentielle a une propriété très partiulière : l'absene de mémoire du temps déjàattendu. Calulons la probabilité d'attendre un temps supplémentaire s, sahant que l'on a déjàattendu un temps t :
P (X > s + t | X > t) =

P ({X > s + t} et {X > t})
P (X > t)

=
P (X > s + t)

P (X > t)

=
1 − P (X ≤ s + t)

1 − P (X ≤ t)

=
1 − F (s + t)

1 − F (t)
=

1 − (1 − e−λ(s+t))

1 − (1 − e−λt)

= e−λs = 1 − F (s)

= P (X > s),qui n'est autre que la probabilité d'attendre un temps s, sans attente préalable. Cette propriétéindique que quel que soit le temps déjà attendu, t, le temps qui reste à attendre est distribuéselon la même loi de probabilité. On peut montrer que la densité exponentielle est la seule densitéontinue qui possède ette propriété. Cette propriété mathématique est-elle en bon aord aveles phénomènes habituellement modélisés à l'aide de la loi exponentielle ? C'est le as de ladésintégration nuléaire. Ce n'est pas trop faux pour les problèmes de guihets et de serveurs.C'est en revanhe beauoup moins vrai pour les données de durée de vie.



4.6 Modélisation probabiliste ontinue 41Variable aléatoire gaussienneDé�nition 4.6 Une variable aléatoire X est une variable aléatoire gaussienne (ou normale) deparamètres µ ∈ R et σ > 0, notée N (µ, σ2) si sa densité s'érit :
f(x) =

1

σ
√

2π
e−(x−µ)2/2σ2

, x ∈ R.
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Fig. 5 � Densité (à gauhe) et fontion de répartition (à droite) d'une variable aléatoire gaus-sienne N (µ = 1, σ2 = 4).On peut montrer (mais 'est long) que l'intégrale sur R de ette densité vaut 1. La densitégaussienne est la densité la plus utilisée en statistique. Il y a pour ela plusieurs raisons qui serenforent mutuellement.� Malgré sa forme à première vue omplexe, ette densité possède d'exellentes propriétés ma-thématiques qui font que son utilisation s'avère assez simple6.� Comme nous le verrons plus loin, un théorème de onvergene (le théorème de la limite entrale)montre que l'addition d'un grand nombre de variables aléatoires indépendantes tend vers uneloi gaussienne. En onséquene, ette densité joue un r�le de bassin d'attration vers lequel lesautres densités sont attirées.� Pour es deux raisons préédentes, la loi gaussienne est le modèle de bruit universellementadopté en modélisation probabiliste.� Il se fait que ette densité permet de modéliser assez bien un grand nombre de phénomènesnaturels : taille ou poids d'une population, Q.I., et... Pour expliquer ette onstatation expé-rimentale, on met en avant le théorème de la limite entrale : si le poids, la taille ou le Q.I.peuvent être onsidérés omme le résultat de la somme d'un grand nombre de auses (ou d'in-�uenes) indépendantes, il n'est peut-être pas si étonnant que la variable étudiée soit prohed'une gaussienne.Un as partiulier important est lorsque µ = 0 et σ = 1, e qui dé�nit la variable aléatoiregaussienne standard, notée N (0, 1), dont la densité est :
f(x) =

1√
2π

e−x2/2, x ∈ R.6Nous verrons plusieurs de es propriétés plus loin.



42 4 VARIABLES ALÉATOIRES4.7 Fontion d'une variable aléatoire ontinueSoit X une variable aléatoire ontinue dont la densité est fX . On onsidère g(X) où g est fontioninversible. Il est évident que si X est une variable aléatoire il en va de même de Y = g(X). Onreherhe la fontion de répartition FY de Y , ainsi que sa densité. Comme g est inversible, 'estune fontion monotone. On onsidérera que g est roissante7. Alors :
FY (y) = P (Y ≤ y) = P (g(X) ≤ y)

= P (X ≤ g−1(y))

= FX(g−1(y)).La densité de Y s'obtient en dérivant FY :
fY (y) = fX(g−1(y))g′−1(y).Si g est déroissante, les aluls préédents doivent s'adapter pour tenir ompte du fait que

g(X) ≤ y ⇐⇒ X ≥ g−1(y).Exemple 1 X est une variable aléatoire exponentielle de paramètre λ et Y = X2 (la fontionest inversible ar X ≥ 0). Alors X =
√

Y , et don
FY (y) = 1 − e−λy1/2

fY (y) =
λ

2
y−1/2e−λy1/2

, y > 0.Exemple 2 Une appliation importante de ette formule est la suivante. Soit X une gaussienne
N (0, 1). Alors

fX(x) =
1√
2π

e−x2/2, x ∈ R.On dé�nit Y = µ + σX, ave σ > 0. Alors x = (y − µ)/σ = g−1(y). En appliquant la formule dehangement de variable, on trouve
fY (y) =

1

σ
√

2π
e−(y−µ)2/2σ2

,qui est préisément la densité gaussienne ave les paramètres µ et σ2.Ainsi, on vient de montrer un résultat qui sera beauoup utilisé en statistiques : toute variablealéatoire gaussienne N (µ, σ2) se déduit d'une variable aléatoire gaussienne N (0, 1) par
N (µ, σ2) = µ + σN (0, 1).

7Cei sans perte de généralité, ar sinon 'est −g qui est roissante.



435 Couple de variables aléatoiresOn s'intéresse maintenant au as où le résultat d'une expériene aléatoire se dérit à l'aide dedeux (ou plusieurs) variables, par exemple :� le ouple poids / taille d'un individu tiré au hasard dans une population ;� le temps d'arrivée et le temps d'exéution d'une requête sur un serveur ;� le revenu et le patrimoine d'un ménage tiré au hasard dans une population, et...Comme d'habitude, il faudra distinguer le as disret du as ontinu.5.1 Couple de variables aléatoires disrètes5.1.1 Loi bivariableL'outil de desription d'un ouple de variables aléatoires disrètes, (X,Y ), est le système deprobabilité bivariable
P (X = x, Y = y),dé�ni pour toutes les valeurs x et y prises par les variables aléatoires X et Y respetivement,que l'on notera aussi parfois p(x, y). Ce système de probabilité peut se représenter sous la formed'un tableau à double entrée :

y\x x1 x2 x3 · · · xn

y1 p(x1, y1) p(x2, y1) p(x3, y1) · · · p(xn, y1) pY (y1)

y2 p(x1, y2) p(x2, y2) p(x3, y2) · · · p(xn, y2) pY (y2)

y3 p(x1, y3) p(x2, y3) p(x3, y3) · · · p(xn, y3) pY (y3)... ... ... ... ... ...
yn p(x1, yn) p(x2, yn) p(x3, yn) · · · p(xn, yn) pY (yn)

pX(x1) pX(x2) pX(x3) · · · pX(xn) 1Il faut bien entendu que la somme ∑i

∑

j p(xi, yj) = 1 a�n de respeter la ondition habituellesur la somme totale des probabilités.5.1.2 Loi marginaleSi l'on ne s'intéresse qu'à l'une des deux variables aléatoires uniquement, on utilise la distributionde X seul, que l'on notera
pX(x) = P (X = x).La loi pX est appelée la loi marginale de X. Elle est liée à la distribution du ouple de la façonsuivante :

pX(x) = P (X = x) = P (X = x, Y ∈ Y)

=
∑

yj∈Y
P (X = x, Y = yj),



44 5 COUPLE DE VARIABLES ALÉATOIRESen notant Y l'ensemble des valeurs possibles de la variable aléatoire Y . De même,
pY (y) =

∑

xi∈X
P (X = xi, Y = y),où X est l'ensemble des valeurs possibles de la variable aléatoire X. Le nom de loi marginaleprovient de e que dans le tableau bivariable i-dessus, les probabilités pX(x) sont obtenues ensommant les olonnes et les probabilités pY (y) en sommant les lignes : les résultats sont reportésdans les marges du tableau.Exemple Une urne ontient 3 boules, numérotées 1,2 et 3. On tire suessivement 2 boules, sansremise. Soient X et Y le numéro de la premières et deuxième boule, respetivement. On utilisela formule des probabilités omposées

P (X = x, Y = y) = P (X = x)P (Y = y | X = x).On obtient alors le tableau suivant :
y\x 1 2 31 0 1/6 1/6 1/32 1/6 0 1/6 1/33 1/6 1/6 0 1/31/3 1/3 1/3 15.2 Couple de variables aléatoires ontinues5.2.1 Densité bivariableUn ouple aléatoire (X,Y ) est un ouple de variables aléatoires ontinues si haune des variablesaléatoires est ontinue. On appelle densité de probabilité du ouple la fontion à deux variables

f(x, y) qui possède les propriétés suivantes :i) f(x, y) ≥ 0ii) ∫+∞
−∞

∫+∞
−∞ f(x, y) dxdy = 1iii) P ((X,Y ) ∈ D) =

∫ ∫

D f(x, y)dxdy où D est un domaine de R2.Une densité bivariable s'interprète de façon similaire à e qui a été vu au paragraphe 4.5 : laprobabilité que le ouple (X,Y ) soit ompris dans le domaine élémentaire [x, x + dx[×[y, y + dy[est
P (X ∈ [x, x + dx[, Y ∈ [y, y + dy[) =

∫ x+dx

x

∫ y+dy

y
f(u, v)dudv ≃ f(x, y)dxdy.Ainsi, plus la densité est élévée en (x, y), plus il est vraisemblable que le ouple aléatoire (X,Y )soit autour de (x, y). Il faut remarquer que le ouple aléatoire ne peut prendre de valeurs dansla partie de R2 où la densité est nulle.



5.2 Couple de variables aléatoires ontinues 45Exemple 1 On onsidère la densité uniforme sur le arré entré en 0, de �té 2. Il faut : a) trouverla densité orrespondante, et : b) aluler la probabilité que (X,Y ) ∈ D, où D est le disque unité.a) Si la densité est uniforme sur le arré entré en 0, de �té 2, elle est du type f(x, y) = a si
−1 < x < 1 et −1 < y < 1, et f(x, y) = 0 ailleurs. Il reste à trouver la onstante a. En raison dela propriété ii), l'intégrale de f sur R2 doit valoir 1. Comme

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)dxdy =

∫ +1

−1

∫ +1

−1
adxdy = a

∫ +1

−1
dx

∫ +1

−1
dy = a[x]1−1[y]1−1 = 4a,alors a = 1/4.b) P ((X,Y ) ∈ D) = 1

4

∫ ∫

D dxdy. Cette intégrale est le volume situé sous le graphe de la fontiononstante a = 1/4, sur un domaine égal au erle unité. C'est don l'aire du erle unité multipliépar 1/4. Don, P ((X,Y ) ∈ D) = π/4.Exemple 2 Soit la densité
f(x, y) =

{

e−y 0 < x < y < ∞,

0 ailleurs.Caluler P (X ≤ 1).Attention ! Cette densité semble ne dépendre que de y, et non de x. En réalité elle dépend de
x à travers le domaine sur lequel f(x, y) n'est pas nulle. En e�et, f(x, y) est nulle si y < x. Ledomaine des valeurs possibles pour le ouple (X,Y ), où f(x, y) > 0 est représenté i-dessous :
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X0Fig. 6 � Domaine où la densité de probabilité est non nulle.L'évènement X ≤ 1 est équivalent à l'évènement X ≤ 1, Y ∈ R. Toutefois, il ne faut pas oublierque la densité est nulle si y < x. Il faut don intégrer la densité sur le domaine où x ∈ [0, 1] et
y ∈ [x,+∞]. Don,

P (X ≤ 1) =

∫ 1

0

∫ +∞

x
e−ydydx.



46 5 COUPLE DE VARIABLES ALÉATOIRESDans ette expression, l'intégrale intérieure porte sur y, et l'intégrale extérieure porte sur x. Onommene par aluler l'intégrale intérieure :
∫ +∞

x
e−ydy =

[−e−y]+∞
x = 0 − (−e−x) = e−x.En remplaçant l'intégrale intérieure par ette expression, il vient

P (X ≤ 1) =

∫ 1

0
e−xdx =

[−e−x]1
0 = 1 − e−1.5.2.2 Fontion de répartitionLa fontion de répartition d'un ouple de variables aléatoires est, par dé�nition :

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y)

=

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(u, v)dudvpar appliation de la propriété iii) du paragraphe préédent. En général, la fontion de répartitionbivariable est peu pratique à utiliser, et nous ne la reverrons plus dans e ours.5.2.3 Loi marginaleAu paragraphe 5.1 sur les variables aléatoires disrètes, on a vu que lorsqu'on ne s'intéresse qu'àune variable, prise isolément, on parle de loi marginale. Dans le as ontinu on dé�nit de mêmeles densités marginales.Dé�nition 5.1 La densité marginale de X est la fontion dé�nie par :

fX(x) =

∫ +∞

−∞
f(x, y)dy.A�n d'obtenir la densité marginale de X, on somme la densité bivariable pour toutes les valeursde y (on retrouve une onstrution similaire à elle du as disret, où on sommait toutes lesvaleurs d'une ligne ou d'une olonne).Exemple 2 (ont.) Tout au long du hapitre 5, nous reprendrons l'exemple 2 vu i-dessus :

f(x, y) =

{

e−y 0 < x < y < ∞,

0 ailleurs.Les lois marginales de ette densité sont
fX(x) =

∫ +∞

x
e−ydy = e−x



5.3 Indépendane 47si x ≥ 0, et fX(x) = 0 ailleurs,et,
fY (y) =

∫ y

0
e−ydx = e−y [x]y0 = ye−ysi y ≥ 0 et fY (y) = 0 ailleurs. Il faut noter que dans et exemple, les domaines où les densitésmarginales sont non nulles est R+.5.3 IndépendaneNous avions vu au paragraphe 3.2 que deux événements A et B sont indépendants lorsque

P (A ∩ B) = P (A)P (B). Cette dé�nition s'étend aux variables aléatoires de la façon suivante :Dé�nition 5.2 a) Deux variables aléatoires disrètes sont indépendantes ssi
P (X = x, Y = y) = P (X = x)P (Y = y)pour tous x et y.b) Deux variables aléatoires ontinues sont indépendantes ssi

f(x, y) = fX(x)fY (y)pour tous (x, y) ∈ R2.Remarquesa) est une onséquene immédiate de
P (A ∩ B) = P (A)P (B) ;b) peut se omprendre de deux façons :1. Soient les évènements A = {X ≤ x} et B = {Y ≤ y}. Alors
P (A ∩ B) = P (X ≤ x, Y ≤ y).Si X et Y sont indépendants, il faut que P (A ∩ B) = P (A)P (B) pour tout x et tout y.Don, il faut que

F (x, y) = FX(x).FY (y).En dérivant par x puis par y ette dernière expression, il vient
f(x, y) =

∂2F (x, y)

∂x∂y
=

∂2FX(x)FY (y)

∂x∂y
= fX(x)fY (y).2. Soient les évènements C = {x < X < x+dx} et D = {y < Y < y +dy}. Alors P (A∩B) =

P (A)P (B) s'érit
f(x, y)dxdy = fX(x)dxfY (y)dy.



48 5 COUPLE DE VARIABLES ALÉATOIRESExemple 2 (ont.) Le produit des densités marginales fX(x)fY (y) = e−xe−y, pour (x, y) ∈ R2,est di�érent de la densité bivariable. Don, dans et exemple, les variables aléatoires X et Y nesont pas indépendantes.Théorème 5.1 Pour que deux variables aléatoires ontinues X et Y soient indépendantes, ilfaut et il su�t que la densité soit fatorisable de la manière suivante :
f(x, y) = g(x)h(y) ∀(x, y) ∈ R2.Dans e as, il existe une onstante a telle que fX(x) = ag(x) et fY (y) = h(y)/a.Preuve :a) La ondition est néessaire : 'est trivial ave g(x) = fX(x) et h(y) = fY (y).b) La ondition est su�sante : on suppose que la propriété de fatorisation est véri�ée. Alors

fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dy = g(x)

∫ ∞

−∞
h(y)dy.Dans e as, on pose a =

∫∞
−∞ h(y)dy. De même,
fY (y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dx = h(y)

∫ ∞

−∞
g(x)dx.Comme

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)dxdy =

∫ ∞

−∞
g(x)dx

∫ ∞

−∞
h(y)dy = 1,Alors, ∫∞−∞ g(x)dx = 1/a. 2Un orollaire important de e théorème est que le domaine B sur lequel la densité f(x, y) estnon nulle doit être fatorisable, e qui signi�e qu'il doit s'érire omme le produit artésien desdomaines BX et BY sur lesquels les densités marginales fX(x) et fY (y) sont non nulles. Ce quis'énone sous la forme du théorème suivant :Théorème 5.2 Pour que les variables aléatoires X et Y soient indépendantes, il est néessaire(mais non su�sant) que

B = BX × BY .Exemple 2 (ont.) On reprend la densité habituelle, f(x, y) = e−y 0 < x < y < ∞, et f(x, y) = 0sinon. Le domaine B est le seteur de R+2 délimité par la première bissetrie y = x et par l'axedes ordonnées x = 0. Ce domaine ne peut pas se fatoriser sous la forme du produit artésien dedeux intervalles. Par onséquent, les variables aléatoires ne peuvent pas être indépendantes.Exemple 3 Soit la densité bivariable f(x, y) = (1 + x + y)/2 0 < x, y < 1, et f(x, y) = 0 sinon.Le domaine B est le retangle ]0, 1[×]0, 1[, mais la densité ne se fatorise pas. Don, les variables



5.4 Distributions onditionnelles 49aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.Exemple 4 Soit la densité bivariable f(x, y) = 4xy 0 < x, y < 1, et f(x, y) = 0 sinon. Le domaine
B est le retangle ]0, 1[×]0, 1[. De plus, la densité se fatorise. Don, les variables aléatoires X et
Y sont indépendantes.On termine le paragraphe sur l'indépendane ave le théorème (non démontré) suivant :Théorème 5.3 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Alors u(X) et v(Y ) sontégalement des variables aléatoires indépendantes, quelles que soient les fontions u et v.Exemple 5 Si X et Y sont deux variables aléatoires gaussiennes indépendantes, alors X2 et Y 2sont également indépendantes.5.4 Distributions onditionnellesOn onsidère toujours un ouple de variables aléatoires (X,Y ). Contrairement à la distributionmarginale fX(x), où Y n'est pas préisé et peut don prendre toutes les valeurs, on va main-tenant �xer la valeur de Y (resp. de X), et voir omment évolue la distribution de X (resp. de Y ).5.4.1 Cas disretDans le as disret, la distribution onditionnelle se dé�nit failement à l'aide des probabilitésonditionnelles sur les évènements :

P (X = x | Y = y) =
P (X = x, Y = y)

P (Y = y)
.Au dénominateur apparaît la probabilité marginale de Y .Si X et Y sont indépendants, alors :

P (X = x | Y = y) =
P (X = x, Y = y)

P (Y = y)

=
P (X = x)P (Y = y)

P (Y = y)

= P (X = x),et dans e as, la distribution onditionnelle est égale à la distribution marginale.



50 5 COUPLE DE VARIABLES ALÉATOIRES5.4.2 Cas ontinuPour passer au as ontinu, on remplae omme d'habitude les probabilités par des densités.Dé�nition 5.3 La densité onditionnelle de X, sahant Y = y est
fX|Y (x | Y = y) =

f(x, y)

fY (y)sous réserve que fY (y) > 0. Si fY (y) = 0, alors fX|Y (x | Y = y) = 0.Exemple 2 (ont.) Comme fX(x) = e−x, x > 0 et fY (y) = ye−y, y > 0, la densité onditionnellede X, sahant Y = y est :
fX|Y (x | Y = y) =

e−y

ye−y
=

1

y
, 0 < x < y.et fX|Y (x | Y = y) = 0 sinon. Don, onditionnellement à Y = y, X est une variable aléatoireuniforme sur ]0, y[. La densité onditionnelle de Y , sahantX = x est :

fY |X(y | X = x) =
e−y

e−x
= e−(y−x), 0 < x < y.etfY |X(y | X = x) = 0 sinon. Don, onditionnellement à X = x, Y −x est une variable aléatoireexponentielle de paramètre 1.Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, on a

fX|Y (x | Y = y) =
f(x, y)

fY (y)
=

fX(x)fY (y)

fY (y)
= fX(x),et dans e as, la distribution onditionnelle est égale à la distribution marginale.Bien entendu, la relation

fX|Y (x | Y = y) =
f(x, y)

fY (y)peut s'inverser pour donner
f(x, y) = fX|Y (x | Y = y)fY (y).Cette relation permet de onstruire des densités bivariables à partir d'une densité marginale etd'une densité onditionnelle.Exemple 6 On onsidère l'expériene suivante : on tire au hasard un nombre X entre 0 et 1, puisun nombre au hasard entre 0 et X. On formalise ela de la façon suivante : X est une variablealéatoire uniforme sur ]0, 1[. Conditionnellement à X = x, Y est une variable aléatoire uniforme



5.4 Distributions onditionnelles 51sur ]0, x[, 'est-à-dire fX(x) = 1, 0 < x < 1 et fY |X(y | X = x) = 1/x, 0 < y < x.La loi bivariable est
f(x, y) = fY |X(y | X = x)fX(x) =

1

x
, 0 < y < x < 1.La loi marginale de Y est

fY (y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y)dx =

∫ 1

y

1

x
dx = [ln x]1y = − ln y, 0 < y < 1.La densité onditionnelle de X sahant Y = y est don

fX|Y (x | Y = y) = − 1

x ln y
, 0, y < x < 1,et fX|Y (x | Y = y) = 0 ailleurs.





536 Sommes de variables aléatoires indépendantes6.1 Cas disretSoient X et Y deux variables aléatoires disrètes indépendantes. On reherhe la distribution dela nouvelle variable aléatoire Z = X + Y :
P (Z = z) = P (X + Y = z)

=
∑

x∈X
P (X = x,X + Y = z)

=
∑

x∈X
P (X = x, Y = z − x)

=
∑

x∈X
P (X = x)P (Y = z − x),où X désigne omme d'habitude l'ensemble de valeurs possibles pour la variable aléatoire X. Lepassage de la ligne 1 à 2 est une appliation de la formule des probabilités totales et omposées,elui de la ligne 3 à la ligne 4 se justi�e par l'indépendane des variables aléatoires X et Y .Exemple 1 [Variables aléatoires binomiales℄ Soit X une variable aléatoire de Bernoulli deparamètre p et Y une variable aléatoire binomiale de paramètres (n, p), indépendante de X. Onmontre que Z = X + Y est une variable aléatoire binomiale de paramètres (n + 1, p). En e�et,

P (Z = z) = P (X = 0, Y = z) + P (X = 1, Y = z − 1)

= (1 − p)Cz
npz(1 − p)n−z + p Cz−1

n pz−1(1 − p)n+1−z

= pz(1 − p)n+1−z
(

Cz
n + Cz−1

n

)

= pz(1 − p)n+1−z Cz
n+1.On reonnaît pour Z une loi binomiale de paramètres (n+1, p). La première ligne est l'appliationdirete de la formule générale. On applique ensuite la dé�nition de la loi binomiale. Le passageà la dernière ligne avait été démontré au paragraphe 2.3Un premier orollaire de et exemple est qu'une variable aléatoire binomiale de paramètres (n, p)peut être vue omme la somme de n variables aléatoires de Bernoulli indépendantes, de mêmeparamètre p. Pour s'en onvainre, il su�t de raisonner par réurrene, et voir qu'une variablealéatoire de Bernoulli est aussi une variable aléatoire binomiale de paramètres (1, p).Un seond orollaire est que si X est une variable aléatoire binomiale de paramètres (n, p) et Yune variable aléatoire binomiale de paramètres (m,p) indépendante de X, alors Z = X + Y estune variable aléatoire binomiale de paramètres (n + m,p), e qui s'érit symboliquement

B(n, p) + B(m,p) ∼ B(n + m,p),où le signe ∼ signi�e � est distribué omme �.



54 6 SOMMES DE VARIABLES ALÉATOIRES INDÉPENDANTESPour démontrer e résultat, il su�t de voir que haque variable aléatoire binomiale peut s'érireomme la somme de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes.Exemple 2 [Variables aléatoires de Poisson℄ Soient X et Y deux variables aléatoires dePoisson indépendantes, de paramètres λ et µ respetivement. On montre que Z = X +Y est unevariable aléatoire de Poisson de paramètre λ + µ. En e�et,
P (Z = n) =

n
∑

x=0

P (X = x)P (Y = n − x)

=
n
∑

x=0

e−λ λx

x!
e−µ µn−x

(n − x)!

= e−(λ+µ)
n
∑

x=0

λxµn−x 1

x!(n − x)!

=
e−(λ+µ)

n!

n
∑

x=0

n!

x!(n − x)!
λxµn−x

=
e−(λ+µ)(λ + µ)n

n!
.A la quatrième ligne, on a simplement divisé et multiplié par n!. La dernière ligne s'obtient parl'appliation de la formule du bin�me. Ce résultat s'érit symboliquement :

P(λ) + P(µ) ∼ P(λ + µ).6.2 Cas ontinuSelon le prinipe habituel, on adapte la formule préédente au as ontinu en hangeant lesprobabilités par les densités et les sommes disrètes par des intégrales. Si X et Y sont desvariables aléatoires ontinues indépendantes, la densité de Z = X + Y est liée aux densités de Xet Y par la formule suivante :
fZ(z) =

∫R fX(x)fY (z − x) dx.Cette opération s'appelle le produit de onvolution de fX par fY .Exemple 3 [Variables aléatoires uniformes℄ X et Y sont des variables aléatoires indépen-dantes, uniformes sur [0, 1]. La variable aléatoire Z est don néessairement omprise entre 0 et2. Il en résulte que si z < 0 ou si z > 2, la densité fZ(z) est nulle. On distingue deux as lorsquela densité n'est pas nulle :� si 0 < z < 1 : la densité fY (z − x) est nulle si z − x < 0, don les bornes de l'intégrale vont de
0 à z, et

fZ(z) =

∫ z

0
1.1 dy = z.



6.2 Cas ontinu 55� si 1 < z < 2, la densité fY (z − x) est nulle si z − x > 1, don les bornes de l'intégrale vont de
z − 1 à 1, et

fZ(z) =

∫ 1

z−1
1.1 dy = 2 − z.Finalement,

fZ(z) =















z si 0 ≤ z < 1,

2 − z si 1 ≤ z < 2,

0 sinon.En raison de la forme du graphe de ette densité, elle est parfois appelée densité triangulaire.Exemple 3 [Variables aléatoires gaussiennes℄ Soient X et Y deux variables aléatoires gaus-siennes N (0, 1) indépendantes. L'appliation de la formule donne
fZ(z) =

1√
2π

1√
2π

∫R e−x2/2e−(z−x)2/2 dx.L'argument de l'exponentielle est (au signe près)
x2/2 + (z − x)2/2 = (x2 + z2 − 2xz + x2)/2

= (x − z/2)2 + z2/4.En divisant et multipliant par 1/
√

2 le fateur devant l'intégrale, la densité devient :
fZ(z) =

1√
2π1/

√
2

∫R e−(x−z/2)2/(2.1/2) dx .
1√

2π
√

2
e−z2/4.Le premier fateur est l'intégrale de la densité d'une gaussienne N (z/2, 1/2), qui vaut don 1. Ilreste

fZ(z) =
1√

2π
√

2
e−z2/4qui est la densité d'une gaussienne N (0, 2).Ainsi, on vient de démontrer que

N (0, 1) + N (0, 1) ∼ N (0, 2).En proédant de la même manière, on peut également montrer que
N (µ1, σ

2
1) + N (µ2, σ

2
2) ∼ N (µ1 + µ2, σ

2
1 ,+σ2

2),e qui en français se dit :La somme de deux variables aléatoires gaussiennes indépendantes est une variable aléatoire gaus-sienne dont l'espérane est la somme des espéranes et la variane est la somme des varianes.





577 Espérane, variane et ovariane7.1 L'espérane mathématiqueL'espérane mathématique d'une variable aléatoire X, notée E[X], est un paramètre de posi-tion qui se dé�nit de la façon suivante :Dé�nition 7.1 a) Si X est une variable aléatoire disrète, alors
E[X] =

∑

x∈X
xP (X = x).b) Si X est une variable aléatoire ontinue, alors

E[X] =

∫R xf(x)dx.sous réserve que es sommes existent et soient �nies8.L'espérane mathématique peut être vue omme le baryentre de la loi de probabilité. La �gure 7en est une illustration. A gauhe la distribution d'une variable aléatoire disrète est représentée àl'aide d'un diagramme en bâtons, dont il faut imaginer qu'ils sont pesants. A droite est représentéeune densité de probabilité, qui représente par exemple la manière dont un matériau pesant estposé sur l'axe des absisses. Dans les deux as, l'espérane mathématique est le point d'équilibrede l'axe des absisses (indiqué par une ligne vertiale).
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Fig. 7 � Espérane mathématique d'une variable aléatoire disrète (à gauhe) et ontinue (àdroite).Nous allons maintenant aluler l'espérane mathématique des lois vues au hapitre 4.Variable aléatoire de Bernoulli L'appliation de la formule donne
E[X] = 0.P (X = 0) + 1.P (X = 1) = p.8Ce qui est assuré si les onditions ∑

x∈X
|x|P (X = x) < ∞ et ∫R |x|f(x)dx < ∞ sont véri�ées.



58 7 ESPÉRANCE, VARIANCE ET COVARIANCEVariable aléatoire binomiale On montre que si X ∼ B(n, p), alors E[X] = np. En e�et :
E[X] =

n
∑

x=0

x pxqn−x n!

x!(n − x)!

= 0 + np
n
∑

x=1

px−1q(n−1)−(x−1) (n − 1)!

(x − 1)!((n − 1) − (x − 1))!

= np
n−1
∑

y=0

pyq(n−1)−y (n − 1)!

y!((n − 1) − y)!

= np.La seonde égalité résulte de la mise en fateur de np et de la simpli�ation de la fration par x.Pour la troisième égalité, on a fait le hangement de variable y = x − 1. La somme vaut alors 1,par appliation du théorème du bin�me.Nous verrons plus loin (paragraphe 7.5) une démonstration beauoup plus simple de e résultat.Variable aléatoire de Poisson Si X ∼ P(λ), alors E[X] = λ. En e�et :
E[X] =

∞
∑

x=0

xe−λ λx

x!

= 0 + λ
∞
∑

x=1

e−λ λx−1

(x − 1)!

= λe−λ
∞
∑

y=0

λy

y!

= λe−λeλ = λ.La tehnique est similaire à elle utilisée préédemment. A la troisième ligne on reonnaît ledéveloppement en série in�nie de eλ, e qui permet de onlure.On aurait pu obtenir e résultat en observant que si une loi de Poisson est la limite d'une loibinomiale pour p → 0, n → ∞, np = λ, alors l'espérane de ette loi doit être égale à np = λ.Variable aléatoire géométrique Si X est distribuée selon une loi géométrique de paramètre
p > 0, alors E[X] = 1/p. En e�et, si on note q = 1 − p,

E[X] =
∞
∑

x=1

x pqx−1

= p
∞
∑

x=1

x qx−1

= p

( ∞
∑

x=1

qx

)′
.où (·)′ désigne la dérivée par rapport à q. Un résultat lassique des séries donne que ∑∞

x=1 qx =

q/(1 − q). Comme d'autre part (q/(1 − q))′ = 1/(1 − q)2, on a �nalement
E[X] = p/(1 − q)2 = p/p2 = 1/p.



7.2 Espérane d'une fontion d'une variable aléatoire 59Ce résultat est somme toute assez logique. Si un évènement a une probabilité p de se produire,il faut attendre, en espérane, 1/p essais avant de voir le premier suès. Ainsi, aux dés, il fautlaner en espérane 6 fois le dé pour voir une fae partiulière apparaître pour la première fois.Variable aléatoire uniforme Si X est une variable aléatoire uniforme sur ]a, b[, alors E[X] =

(a + b)/2. En e�et,
E[X] =

∫ b

a
x

1

b − a
dx =

1

b − a

[

x2

2

]b

a

=
1

2

b2 − a2

b − a
=

a + b

2
.Ce résultat n'est pas surprenant : lorsque la densité est uniforme sur un intervalle, don onstantesur et intervalle, l'espérane se trouve au entre de l'intervalle.Variable aléatoire exponentielle Si X est une variable aléatoire exponentielle de paramètre

λ > 0, alors E[X] = 1/λ. Le alul de l'espérane se fait par intégration par partie :
E[X] = λ

∫ ∞

0
xe−λx dx

= −λ

[

1

λ
xe−λx

]∞

0
+ λ

∫ ∞

0

1

λ
e−λxdx

= −0 + 0 +

∫ ∞

0
e−λxdx

= − 1

λ

[

e−λx
]∞

0

=
1

λ
.Variable aléatoire gaussienne Si X est une variable aléatoire gaussienne N (0, 1), alors

E[X] = 0. En e�et,
E[X] =

1√
2π

∫ ∞

−∞
x e−x2/2 = 0,ar il s'agit de l'intégrale d'une fontion impaire.7.2 Espérane d'une fontion d'une variable aléatoireThéorème 7.1 Soit X une variable aléatoire d'espérane mathématique �nie. Alors

E[aX + b] = aE[X] + b.Preuve : On démontre le résultat pour une variable aléatoire ontinue de densité f(x). Ladémonstration pour une variable aléatoire disrète est laissée à titre d'exerie.
E[aX + b] =

∫ ∞

−∞
(ax + b)f(x)dx

= a

∫ ∞

−∞
xf(x)dx + b

∫ ∞

−∞
f(x)dx

= aE[X] + b.



60 7 ESPÉRANCE, VARIANCE ET COVARIANCE
2Notons deux as partiuliers de e théorème :� Si a = 0, alors E[b] = b : l'espérane mathématique d'une onstante (don non aléatoire) estette onstante.� E[X−E[X] ] = E[X]−E[X] = 0 : lorsque l'on retranhe à une variable aléatoire son espéranemathématique, la variable aléatoire ainsi obtenue a une espérane mathématique nulle. Cetteopération s'appelle entrer une variable aléatoire.Exemple Soit X une variable aléatoire gaussienne N (0, 1), et soit Y une gaussienne N (µ, σ2).On a vu préédemment que d'une part E[X] = 0 et d'autre part Y = µ + σX. Par onséquent,

E[Y ] = E[µ + σX] = µ + σE[X] = µ.Théorème 7.2 Soit X une variable aléatoire (disrète ou ontinue), g une fontion quelonqueet Y = g(X). Alors,
E[Y ] = E[g(X)] =















∑

x g(x)P (X = x) (variable aléatoire disrète);
∫∞
−∞ g(x)f(x)dx (variable aléatoire ontinue).Preuve : On présente une démonstration simpli�ée qui suppose que g est bijetive. Une démon-stration plus omplète, qui ne fait pas ette hypothèse existe, mais sort du adre de e ours.� Cas disret :

E[Y ] =
∑

y

yP (Y = y) =
∑

x

g(x)P (Y = y),ar y = g(x). D'autre part,
Y = y ⇐⇒ g(X) = g(x) ⇐⇒ X = x.Don, E[Y ] =

∑

x g(x)P (X = x).� Cas ontinu (on présente une démonstration pour le as où g est roissante). Rappelons quedans e as, la densité de g(X) est fY (y) = fX(g−1(y))g−1(y)′. Alors
E[g(X)] = E[Y ] =

∫ ∞

−∞
yfY (y)dy =

∫ ∞

−∞
yfX(g−1(y))g−1(y)′dy.On fait le hangement de variable y = g(x) ⇐⇒ x = g−1(y) ⇐⇒ dx = g−1(y)′dy, e quimène à

E[g(X)] =

∫ ∞

−∞
g(x)f(x)dx.

2



7.3 La variane 617.3 La varianeDé�nition 7.2 Pour une variable aléatoire X dont E[X2] < ∞, la variane est
V ar(X) = E[ (X − E[X])2 ].Nous avions vu que l'espérane mathématique est un paramètre de position de la variable aléa-toire. La variane est un paramètre de dispersion de la variable aléatoire autour de sonespérane mathématique. On dit aussi que 'est un paramètre de variabilité. Elle indique deombien (en espérane) la variable aléatoire s'éarte de l'espérane. Pourquoi ette dispersionse dé�nit-elle à partir d'un éart quadratique (quadratique signi�e � au arré�) ? Si on herheà aluler une dispersion � moyenne �, on onsidérera de façon naturelle l'éart entre X et sonespérane. L'espérane mathématique de et éart est nulle, nous l'avons vu au paragraphe pré-édent (ar, par onstrution, les valeurs supérieures à l'espérane ompensent elles inférieures àl'espérane). On pourrait aluler E[ |X−E[X]| ] ar la valeur absolue a l'avantage d'être toujourspositive. L'inonvénient est que ette grandeur ne possède pas de bonnes propriétés mathéma-tiques, notamment pare que la fontion |x| n'est pas dérivable en 0. Finalement, E[ (X−E[X])2 ]a l'avantage de la valeur absolue, sans son inonvénient. En fait, nous aurons l'oasion de voir quela fontion quadratique possède l'immense avantage de mener à des équations linéaires lorsqu'onla minimise. C'est la raison prinipale de son emploi quasi universel.La variane possède les propriétés suivantes :Propriété 7.1 Soit X une variable aléatoire de variane �nie et soit a, b deux réels �nis. Alors,
V ar(aX + b) = a2V ar(X).Preuve :

V ar(aX + b) = E[ (aX + b − E[aX + b])2 ]

= E[ (aX + b − aE[X] − b)2 ]

= a2E[ (X − E[X])2 ]

= a2V ar(X).

2Deux onséquenes de e résultat méritent un ommentaire.1. D'une part on voit que V ar(X + b) = V ar(X) : translater une variable aléatoire n'a�etepas sa variane. Il s'agit don bien d'une grandeur qui n'est pas liée à la position. Elle �ditautre hose� que l'espérane.



62 7 ESPÉRANCE, VARIANCE ET COVARIANCE2. D'autre part, V ar(aX) = a2V ar(X) : la variane ne s'exprime pas dans l'unité de mesurede la variable X, mais selon le arré de ette unité. Ainsi, si X est une durée exprimée enseondes (par exemple la durée de vie d'un omposant életronique), alors V ar(X) sera ens2. Si X est une taille exprimée en m, V ar(X) sera exprimée en m2, mais ne sera pasune surfae ! A�n de retrouver l'unité d'origine, on prend la raine arrée de la variane.C'est e qu'on introduit dans la dé�nition suivante.Dé�nition 7.3 Soit X une variable aléatoire dont la variane est �nie, On appelle éart-type de
X la grandeur σ =

√

V ar(X).Propriété 7.2 Il existe une formule qui simpli�e le alul de la variane d'une variable aléatoire.Soit X une variable aléatoire de variane �nie. Alors,
V ar(X) = E[X2] − E[X]2.Preuve

V ar(X) = E[ (X − E[X])2 ]

= E[ (X2 − 2XE[X] + E[X]2 ]

= E[X2] − 2E[XE[X] ] + E[X]2

= E[X2] − 2E[X]2 + E[X]2

= E[X2] − E[X]2.

2Nous allons aluler maintenant les varianes des variable aléatoires habituelles :Variable aléatoire de Bernoulli Comme E[X2] = 02P (X = 0) + 12P (X = 1) = p, il vient
V ar(X) = p − p2 = p(1 − p).Variable aléatoire binomiale On peut montrer que si X ∼ B(n, p), alors

V ar(X) = np(1 − p).La démonstration direte est longue et tehnique. On verra au paragraphe 7.5 une démonstrationindirete mais rapide de e résultat.Variable aléatoire géométrique Si X est une variable aléatoire géométrique de paramètre p,alors V ar(X) = (1− p)/p2. Ii enore, la démonstration direte est longue et inintéressante. Unedémonstration assez brève existe, mais utilise des notions qui ne sont pas dé�nies dans e ours.



7.3 La variane 63Variable aléatoire de Poisson Si X ∼ P(λ), alors
V ar(X) = λ.La démonstration de e résultat utilise des notions qui se situent hors du adre de e ours.Néanmoins, on peut observer que si on onsidère une P(λ) omme la limite de Yn ∼ B(n, p)lorsque n → ∞, p → 0 ave np = λ, alors on doit avoir que V ar(Yn) → λ = V ar(X).Variable aléatoire uniforme

E[X2] =
1

b − a

∫ b

a
x2 dx

=
1

3(b − a)

[

x3
]b

a

=
b2 + ab + a2

3
.Don,

V ar(X) = E[X2] − E[X]2

=
a2 + ab + b2

3
− (a + b)2

4

=
(a − b)2

12
.Variable aléatoire exponentielle On rappelle que pour une variable aléatoire exponentielle,

E[X] = 1/λ. L'espérane de X2 se alule à l'aide d'une intégrale par partie :
E[X2] =

∫ ∞

0
λx2e−λx dx

=

[

−λx2 1

λ
e−λx

]∞

0
−
∫ ∞

0
−2λx

1

λ
e−λx dx

=
2

λ

∫ ∞

0
λxe−λx dx

=
2

λ
E[X]

=
2

λ2
.Don,

V ar(X) = E[X2] − E[X]2 =
2

λ2
− 1

λ2
=

1

λ2
.Variable aléatoire gaussienne On onsidère d'abord une variable aléatoire gaussienne Y ∼

N (0, 1). Alors E[Y ] = 0. On alule E[Y 2] par partie :
E[X2] =

1√
2π

∫ ∞

−∞
x2e−x2/2 dx
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=

1√
2π

∫ ∞

−∞
x.xe−x2/2 dx

=

[

− x√
2π

e−x2/2
]∞

−∞
−
∫ ∞

−∞
− 1√

2π
e−x2/2 dx

= 0 + 1,ar le premier terme est nul (en e�et, l'exponentielle négative, qui tend vers 0, l'emporte sur tousles polyn�mes de degré �ni) et le seond terme est la somme de la densité gaussienne, don vaut1. D'où
V ar(X) = 1 − E[X]2 = 1 − 0 = 1.On onsidère maintenant une variable aléatoire gaussienne X ∼ N (µ, σ2). Alors, nous avons vuque X = µ + σY . Par appliation de la propriété 7.1,

E[X] = µ et V ar(X) = σ2.Ainsi, on voit maintenant qu'une variable aléatoire gaussienne est paramétrée par son espérane
µ et sa variane σ2.7.4 La ovarianeDans tout e paragraphe, on supposera que les variables aléatoires X et Y ont une espérane etune variane �nies et que E[XY ] < ∞.Dé�nition 7.4 La ovariane entre X et Y , notée Cov(X,Y ) est la grandeur

Cov(X,Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])].Propriété 7.3 La ovariane possède les propriétés suivantes :1. Cov(X,Y ) = Cov(Y,X)2. Cov(X,X) = V ar(X)3. Cov(X,Y ) = E[XY ] − E[X]E[Y ]4. Cov(aX + b, cY + d) = acCov(X,Y )Preuve : Les propriétés 1 et 2 sont immédiates ; leur démonstration est laissée à titre d'exerie.3 : On note mX = E[X] et mY = E[Y ]. Alors,
Cov(X,Y ) = E[(X − mX)(Y − mY )]

= E[XY ] − E[XmY ] − E[Y mX ] + mXmY

= E[XY ] − mXmY − mY mX + mXmY

= E[XY ] − E[X]E[Y ].



7.4 La ovariane 654 :
Cov(aX + b, cY + d) = E[(aX + b)(cY + d)] − E[aX + b]E[cY + d]

= acE[XY ] + adE[X] + bcE[Y ] + bd

−acE[X]E[Y ] − adE[X] − bcE[Y ] − bd

= ac(E[XY ] − E[X]E[Y ])

= acCov(X,Y )

2Exemple On reprend l'exemple 2 du paragraphe 5.2 : f(x, y) = e−y, 0 < x < y, et f(x, y) = 0sinon. On alule tout d'abord les espéranes de X et de Y :
E[X] =

∫ ∞

0

∫ y

0
xe−ydxdy =

∫ ∞

0
e−y

∫ y

0
x dxdy =

1

2

∫ ∞

0
y2e−y dy = 1,et

E[Y ] =

∫ ∞

0

∫ y

0
ye−y dxdy =

∫ ∞

0
ye−y

∫ y

0
dxdy =

∫ ∞

0
y2e−y dy = 2.On alule en�n

E[XY ] =

∫ ∞

0

∫ y

0
xye−y dxdy =

∫ ∞

0
ye−y

∫ y

0
x dxdy

=
1

2

∫ ∞

0
y3e−y dy =

[

−1

2
y3e−y

]∞

0
− 3

2

∫ ∞

0
−y2e−y dy

=
3

2

∫ ∞

0
y2e−y dy =

3

2
× 2 = 3.Don �nalement, Cov(X,Y ) = 3 − 2.1 = 1.En�n, on a le théorème suivant.Théorème 7.3 Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors

Cov(X,Y ) = 0.Preuve :On démontre tout d'abord que si X et Y sont indépendantes, alors E[XY ] = E[X]E[Y ].En e�et (on donne la démonstration dans le as ontinu ; la démonstration dans le as disretest similaire) :
E[XY ] =

∫ ∫

xyf(x, y) dxdy =

∫ ∫

xyfX(x)fY (y) dxdy

=

∫

xfX(x) dx

∫

yfY (y) dy = E[X]E[Y ].Don, Cov(X,Y ) = E[XY ] − E[X]E[Y ] = 0. 2Attention ! L'inverse n'est pas vrai ! Ce n'est pas pare que la ovariane entre X et Y est nulleque les deux variables aléatoires sont indépendantes. Pour s'en persuader, on onstruit l'exemple



66 7 ESPÉRANCE, VARIANCE ET COVARIANCEsuivant : X est une variable aléatoire uniforme sur ] − 1, 1[, et Y = X2. Alors, E[X] = 0 et
E[XY ] = E[X3] = 1/2

∫ 1
−1 x3 dx = 0 ar x3 est une fontion impaire. Don Cov(X,Y ) =

E[XY ]−E[X]E[Y ] = 0. Pour autant, les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes(elles sont liées par la relation Y = X2), mais le lien ne peut pas être dérit linéairement entrees deux variables.La ovariane dérit omment deux variables s'éartent, en espérane, de leur espérane respe-tive, mais exprimée en unité produit, e qui rend l'interprétation di�ile. A�n de rendre etteinterprétation plus aisée, on introduit le oe�ient de orrélation linéaire.Dé�nition 7.5 Le oe�ient de orrélation linéaire est la grandeur
ρ(X,Y ) =

Cov(X,Y )
√

V ar(X)V ar(Y )
.C'est une grandeur sans unités, insensible à des transformations linéaires sur les variables aléa-toires et dont la valeur est omprise entre −1 et 1. Ce sont es propriétés que nous allonsdémontrer maintenant.Propriété 7.4 Soient a, b, c, d, quatre réels quelonques. Alors,

ρ(aX + b, cY + d) =
a

|a|
c

|c|ρ(X,Y ).Preuve : Comme Cov(aX + b, cY + d) = acCov(X,Y ), V ar(aX + b) = a2V ar(X) et V ar(cY +

d) = c2V ar(Y ), le résultat déoule de l'appliation de la dé�nition. 2Ainsi, seul le signe du oe�ient de orrélation linéaire est sensible à une transformation linéairedes variables aléatoires, mais pas sa valeur absolue.Corollaire : Soit a 6= 0 un réel. Alors
ρ(aX + b,X) =

a

|a| (= 1 si a > 0, = −1 si a < 0).La preuve en est immédiate si on remplae cY +d par X dans la propriété préédente. Ce résultatest très intéressant ar il indique que deux variables aléatoires linéairement liées ont un oe�ientde orrélation égal à l'unité si elles varient dans le même sens (a > 0) et égal à −1 si elles varientde façon opposée (a < 0).Propriété 7.5 Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors ρ(X,Y ) = 0.La preuve est immédiate ar dans e as, Cov(X,Y ) = 0.Théorème 7.4 On a toujours
−1 ≤ ρ(X,Y ) ≤ 1.



7.4 La ovariane 67Preuve : On démontre tout d'abord un résultat intermédiaire, la relation de Cauhy-Shwarz :
E[UV ]2 ≤ E[U2]E[V 2],où U et V sont des variables aléatoires de variane �nie. On onsidère la ombinaison linéaire

λU + V . Alors
E[(λU + V )2] = λ2E[U2] + 2λE[UV ] + E[V 2] ≥ 0Comme ette grandeur doit être positive pour toute valeur de λ, il faut que le disriminant deette expression soit négatif, e qui entraîne que

4E[UV ])2 − 4E[U2]E[V 2] < 0,e qui démontre la relation de Cauhy-Shwarz.Maintenant, pour démontrer le théorème, on applique la relation à U = X − E[X] et V =

Y − E[Y ], e qui entraîne que Cov(X,Y )2 ≤ V ar(X)V ar(Y ), don que
|Cov(X,Y )|/

√

V ar(X)V ar(Y ) ≤ 1.

2Il est temps de résumer et de synthétiser tous es résultats. Le oe�ient de orrélation linéaireest une mesure du lien linéaire entre deux variables aléatoires. Il est :� nul si les variables aléatoires sont indépendantes ;� toujours ompris entre −1 et 1 ;� égal à −1 ou 1 si la relation entre les deux variables aléatoires est linéaire.Exemple On reprend l'exemple habituel : f(x, y) = e−y, 0 < x < y, et f(x, y) = 0 sinon. Nousavions déjà alulé que Cov(X,Y ) = 1. A�n de aluler ρ, il faut d'abord aluler les varianes :
E[X2] =

∫ ∞

0
e−y

∫ y

0
x2 dxdy =

∫ ∞

0

y3

3
e−y dy = 2et don V ar(X) = 2 − E[X]2 = 2 − 1 = 1 ;

E[Y 2] =

∫ ∞

0
y2e−y

∫ x

0
dxdy

∫ ∞

0
y3e−y dy = 6et don V ar(Y ) = 6 − E[Y ]2 = 6 − 4 = 2.Finalement,

ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )

√

V ar(X)V ar(Y )
=

1√
1.2

=
1√
2

= 0, 707.



68 7 ESPÉRANCE, VARIANCE ET COVARIANCE7.5 Espérane et variane de la somme de variables aléatoiresThéorème 7.5 Soit une famille de variables aléatoires, X1, . . . ,Xn, d'espéranes �nies. Alors
E[X1 + · · · + Xn] = E[X1] + · · · + E[Xn].Preuve : On donne une preuve dans le as ontinu pour n = 2. Le résultat s'étend par réurrenepour tout n. La démonstration dans le as disret est similaire ; elle est laissée au leteur à titred'exerie.

E[X1 + X2] =

∫ ∫

(x1 + x2)f(x1, x2) dx1dx2

=

∫ ∫

x1f(x1, x2) dx1dx2 +

∫ ∫

x2f(x1, x2) dx1dx2

= E[X1] + E[X2].

2Un orollaire de e résultat est la formule suivante :
E[

n
∑

i=1

aiXi] =
n
∑

i=1

aiE[Xi].L'espérane mathématique d'une ombinaison linéaire est la ombinaison linéaire des espéranesmathématiques. En d'autres termes, l'espérane mathématique est un opérateur linéaire. Parexemple, E[X − Y ] = E[X] − E[Y ].Théorème 7.6 Soit une famille de variables aléatoires, X1, . . . ,Xn, de varianes et de ova-rianes �nies. Alors,
V ar(

n
∑

i=1

Xi) =
n
∑

i=1

V ar(Xi) + 2
n−1
∑

i=1

n
∑

j=i+1

Cov(Xi,Xj).Preuve : On note µi = E[Xi]. Par le théorème préédent, on a E[
∑n

i=1 Xi] =
∑n

i=1 µi. Alors,
V ar

(

n
∑

i=1

Xi

)

= E





(

n
∑

i=1

Xi −
n
∑

i=1

µi

)2




= E

[(

n
∑

i=1

(Xi − µi)
2

)]

.Or on a l'identité suivante, quels que soient les nombres b1, . . . , bn.
(

n
∑

i=1

bi

)2

=
n
∑

i=1

n
∑

j=1

bibj =
n
∑

i=1

b2
i + 2

n
∑

i=1

n
∑

j=i+1

bibj.



7.5 Espérane et variane de la somme de variables aléatoires 69En appliquant ette identité à bi = (Xi − µi), puis en prenant l'espérane, on arrive à
V ar

(

n
∑

i=1

Xi

)

=
n
∑

i=1

E[(Xi − µi)
2]

+
n
∑

i=1

n
∑

j=i+1

E[(Xi − µi)(Xj − µj)],et don au résultat reherhé. 2Théorème 7.7 Soit une famille de variables aléatoires X1, . . . ,Xn, de varianes �nies et indé-pendantes les unes des autres. Alors,
V ar

(

n
∑

i=1

Xi

)

=
n
∑

i=1

V ar(Xi).La démonstration est immédiate, en appliquant le théorème préédent, et en tenant ompte dufait que Cov(Xi,Xj) = 0 si Xi et Xj sont des variables aléatoires indépendantes.Nous allons maintenant présenter deux appliations du théorème 7.7, très importantes en statis-tiques.Loi binomiale Soit Y ∼ B(n, p) une variable aléatoire binomiale de paramètres n et p. Alorsil existe une famille de variables aléatoires, X1, . . . ,Xn, de n loi de Bernoulli, indépendantes, ettoutes de paramètre p, telle que :
Y = X1 + · · · + Xn.En appliquant les théorèmes 7.5 et 7.7, on alule aisément l'espérane et la variane de Y :

E[Y ] =
∑n

i=1 E[Xi] = np,

V ar(Y ) =
∑n

i=1 V ar(Xi) = np(1 − p).Au passage, remarquons que e résultat nous donne de manière immédiate l'espérane et lavariane d'une loi binomiale de paramètres (n, p).Moyenne arithmétique Soit X1, . . . ,Xn une famille de variables aléatoires indépendantes, demême espérane, µ, et de même variane �nie, σ2. On note X̄ la moyenne arithmétique9 des Xi :
X̄ =

X1 + · · · + Xn

n
=

1

n

n
∑

i=1

Xi.9Attention à ette notation ! Dans la littérature statistique, la moyenne arithmétique est presque toujours notée
X̄. Cette notation, que l'on retrouve également sur les mahines à aluler, n'est pas à onfondre ave l'opérationde omplémentation sur les ensembles.



70 7 ESPÉRANCE, VARIANCE ET COVARIANCEEn appliquant les théorèmes 7.5 et 7.7, on alule l'espérane et la variane de X̄ :
E[X̄ ] =

1

n

n
∑

i=1

E[Xi]

=
1

n

n
∑

i=1

µ =
1

n
nµ

= µ,et
V ar(X̄) =

1

n2
V ar(

n
∑

i=1

Xi) =
1

n2

n
∑

i=1

V ar(Xi)

=
1

n2

n
∑

i=1

σ2 =
1

n2
nσ2

=
σ2

n
.On note le résultat très important, qui nous servira beauoup par la suite : la variane de lamoyenne arithmétique, X̄ , diminue lorsque n augmente.



718 Convergenes8.1 InégalitésThéorème 8.1 (Inégalité de Markov) Soit X une variable aléatoire positive et d'espérane�nie. Alors
P (X ≥ a) ≤ E[X]

a
.Preuve : Soit Y la variable aléatoire dé�nie de la façon suivante :

Y =

{

1 si X ≥ a ⇒ X/a ≥ 1,

0 sinon ⇒ X/a ≥ 0.On a don toujours Y ≤ X/a ⇒ E[Y ] ≤ E[X/a]. Or Y est une variable aléatoire de Bernoullide paramètre P (X ≥ a), et don E[Y ] = P (X ≥ a), e qui mène au résultat. 2Cette inégalité permet de borner P (X ≥ a) quand on onnaît l'espérane, pour toutes les densitésadmettant une espérane �nie. Ce résultat étant très général, il ne faut pas s'attendre à e quee soit une majoration intéressante en pratique.Exemple Soit X est une variable aléatoire uniforme sur [0, 10]. Alors E[X] = 5.Comparons P (X ≥ a) ave la majoration issue de l'inégalité de Markov :
a P (X ≥ a) E[X]/a2 0.8 5/28 0.2 5/810 0 1/2Il faut noter que la majoration à la première ligne n'est guère utile puisqu'elle est supérieure à 1 !Les deux dernières lignes montrent que la majoration est assez peu préise. En fait, le prinipalintérêt de l'inégalité de Markov n'est pas de nous fournir une majoration, mais un outil pouronstruire d'autres théorèmes.Théorème 8.2 (Inégalité de Chebyhev) Soit X une variable aléatoire d'espérane µ et devariane σ2 �nies. Alors, pour tout t > 0,
P (|X − µ| ≥ t) ≤ σ2/t2.Preuve : On applique l'inégalité de Markov à la variable aléatoire positive (X−µ)2, e qui nousdonne :

P ((X − µ)2 ≥ t2) ≤ E[(X − µ)2]/t2

⇐⇒ P (|X − µ| ≥ t) ≤ σ2/t2.
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2Cette inégalité étant issue de l'inégalité de Markov, elle ne fournira pas une meilleure majorationque la préédente. Elle a l'avantage ependant de fournir une majoration de P (|X −µ| ≥ t) pourtoute variable aléatoire (positive ou non), dès lors que l'espérane et la variane sont �nies etonnues.Exemple Soit X une gaussienne N (0, 1). Dans les tables on trouve que P (|X| ≥ 2) ≃ 0.05.L'inégalité de Chebyhev donne P (|X| ≥ 2) ≤ 1/4.8.2 Loi des grands nombresThéorème 8.3 (Loi faible des grands nombres) Soit X1,X2, . . . une famille de variablesaléatoires indépendantes et identiquement distribuées ('est-à-dire, toutes de même loi de proba-bilité), d'espérane �nie µ et de variane �nie σ2. On note X̄n la moyenne arithmétique aluléesure les n premières variables aléatoires : X̄n =

∑n
i=1 Xi/n. Alors, pour tout ǫ > 0,

P (|X̄n − µ| ≥ ǫ) → 0 lorsque n → ∞.Lorsque n augmente, la moyenne arithmétique de X1, . . . ,Xn s'éarte de l'espérane mathé-matique de plus de ǫ ave une probabilité de plus en plus faible. On dit que la moyenne arith-métique onverge en probabilité vers l'espérane mathématique, et on note :
X̄n

p→ µ.Preuve : La démonstration de e théorème est une appliation immédiate de l'inégalité deChebyhev, appliquée à X̄n. Nous avions vu au paragraphe 7.5 que
E[X̄n] = µ et V ar(X̄n) = σ2/n.D'après l'inégalité de Chebyhev :

P (|X̄n − µ| ≥ ǫ) ≤ σ2

nǫ2
→ 0lorsque n → ∞. 2.8.3 Théorème Central LimiteCe théorème est donné sans démonstration, ar elle-i utilise des notions qui sortent du adrede e ours.Théorème 8.4 (Théorème Central Limite) Soit X1,X2, . . . une famille de variables aléa-toires omme dans le théorème 8.3 et U une variable aléatoire gaussienne N (0, 1), indépendantedes Xi. Alors,

P

(

X̄n − µ

σ/
√

n
≤ u

)

→ P (U ≤ u) lorsque n → ∞.



8.3 Théorème Central Limite 73Ce théorème dit que X̄n, entré et réduit ('est-à-dire, après que l'on ait soustrait l'espéraneet divisé par l'éart-type) onverge vers une variable aléatoire gaussienne standard, N (0, 1). Laonvergene de e théorème est une onvergene en loi, e que l'on note :
X̄n − µ

σ/
√

n
L→ N (0, 1).La notation L→ signi�e que, lorsque n → ∞, la fontion de répartition de la variable aléatoire àgauhe tend vers elle de la variable aléatoire à droite.Ce théorème est un résultat très fort, d'importane apitale en statistique ar il permet dejusti�er des méthodes statistiques (estimation, test, et...) lorsque n tend vers l'in�ni (e qu'onappelle le omportement asymptotique des méthodes statistiques). Nous allons illustrer le TCLpar quelques onvergenes très utiles en probabilité.Convergene de la loi binomiale vers la loi gaussienneSoit Xn une famille de variables aléatoires binomiales de paramètres (n, p). Nous avons vu àl'exemple 1 du hapitre 6 qu'une variable aléatoire binomiale pouvait se déomposer en unesomme de n variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de paramètre p que l'on notera Yi :

Xn =
n
∑

i=0

Yi.Ainsi, on peut appliquer le Théorème Central Limite à Xn/n = Ȳn, ave E[Xn/n] = E[Yi] = pet V ar(Xn/n) = V ar(Yi) = p(1 − p). Alors,
Xn/n − p
√

p(1 − p)/n
=

Xn − np
√

np(1 − p)

L→ N (0, 1).La loi gaussienne est beauoup plus faile à utiliser que la loi binomiale, d'où l'intérêt de erésultat. En pratique, on utilise l'approximation gaussienne de la loi binomiale dès que les erreurssont aeptables, e qui se produit lorsque l'ensemble des onditions suivantes sont véri�ées :
n ≥ 30, p > 0, 1 et np(1 − p) > 5. La �gure 8 illustre ette onvergene. On y a représenté lesystème de probabilité d'une loi binomiale B(n, 1/2) ave n augmentant de n = 2 à n = 20.Pour n = 20, la densité de probabilité d'une gaussienne N (10, 5) ayant même espérane et mêmevariane est superposée. On voit que l'aord est déjà très bon.Convergene de la loi de Poisson vers la loi gaussienneSoit Yλ une famille de variables aléatoires de Poisson de paramètre λ. Ave un raisonnementanalogue, on montre que

Yλ − λ√
λ

L→ N (0, 1).



74 8 CONVERGENCESEn pratique, on utilise souvent l'approximation gaussienne de la loi de Poisson lorsque λ ≥ 15. Laonvergene de la loi de Poisson vers la loi gaussienne est représentée à la �gure 9, où le systèmede probabilité d'une variable aléatoire de Poisson P(λ) a été représentée pour λ = 1, 2, 5, 10. Danse dernier as, la densité d'une gaussienne N (10, 10) ayant même espérane et même varianequ'une P(10) a été superposée. Ii enore, on voit un assez bon aord.Exemple On onsidère Y ∼ B(60, 1/3). On va approher P (|Y − 20| ≥ 7) de deux façonsdi�érentes.� Inégalité de Chebyhev : on observe que Y peut s'érire omme la somme de 60 variables aléa-toires de Bernoulli, X1, . . . ,X60, de paramètre ommun p = 1/3. On note X̄ leur moyennearithmétique. Alors,
P (|Y − 20| ≥ 7) = P (|X̄ − 20/60| ≥ 7/60).En remarquant que 20/60 = 1/3 est le paramètre p de la loi de Bernoulli, l'appliation de laloi des grands nombres donne

P (|X̄ − 20/60| ≥ 7/60) <
σ2

t2
=

1/3.2/3

60.(7/60)2
≃ 0, 27.� TCL : Par l'appliation du TCL, on utilise l'approximation

X̄ − p
√

p(1 − p)/n
=

Y − np
√

np(1 − p)
=

Y − 20
√

120/9
≃ N (0, 1).Ainsi,

P

(

|Y − 20|
√

120/9
≥ 7
√

120/9

)

≃ P (N (0, 1) ≥ 1, 92) ≃ 0, 05par leture des tables de la loi gaussienne standard.Dans et exemple, on remarque que la majoration donnée par la loi des grands nombres estnettement plus élevée que la probabilité donnée par le TCL. La loi des grands nombres n'utiliseque la variane de la variable aléatoire et est valable pour n'importe quelle distribution, e quine permet pas une grande préision. Le TCL donne une distribution approhée pour Y , e quipermet une préision beauoup plus importante.
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Fig. 8 � Convergene de la loi binomiale vers la loi normale.
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76 8 CONVERGENCESConlusionCe dernier hapitre l�t la présentation rapide des probabilités. La loi des grands nombres permetde bouler la boule de façon assez élégante. Nous avions vu au premier hapitre qu'avant queKolmogorov ne propose une théorie mathématique basée sur les élèbres axiomes, on dé�nissaitauparavant la probabilité d'un évènement A omme la fréquene statististique d'apparition deet évènement lorsque le nombre de répétitions de l'expériene aléatoire tend vers l'in�ni.Nous venons de voir dans e hapitre que l'axiomatique proposée par Kolmogorov (enrihie dela notion de variable aléatoire) permet de démontrer dans un adre mathématique abstrait ettepropriété empirique.



II. STATISTIQUES





79IntrodutionLes statistiques se dé�nissent omme la ollete, la desription et l'analyse de données. Ce qui estentral en statistique, 'est le lien permanent entre les méthodes mathématiques et les données,lien qui apparaît dans haune de es trois tâhes.La question de la ollete des données est évidemment la plus fondamentale, ar si la ollete estmal faite, et si les données sont de mauvaise qualité, alors l'analyse qui s'ensuivra sera forémentfaussée. On raonte l'anedote suivante. Vers la �n du XIXesièle (les statistiques n'en étaientqu'à leurs balbutiements), la ville de New-York voulut faire une enquête sur les petits ommeresdans la ville. Plut�t que de faire une enquête exhaustive (un reensement), qui oûte très her etqui prend beauoup de temps, il fut déidé de proéder par sondage. Les enquêteurs déidèrentd'éhantillonner les oins de rue (à New-York, ela revient à éhantillonner sur une grille assezrégulière) et aboutirent à une surestimation importante du nombre de ommeres (pourquoi ?)et à des résultats omplètement faux.Les mini-sondages interatifs que l'on voit proliférer à la télévision ou sur Internet sont unexemple plus moderne de la même erreur. Il ne s'agit auunement d'un sondage, ar le résultatobtenu ne peut être extrapolé à la population entière : seul un sous-ensemble très partiulier asouhaité partiiper, aux aratéristiques di�érentes de la population omplète (les oins de ruedans un as, les internautes visiteurs du site et qui prennent la peine de répondre dans l'autre).En termes statistiques, on dira que l'éhantillon n'est pas représentatif de la population.Toutefois, malgré l'importane de ette question, le problème de la ollete des données ne serapas approfondi dans le adre de e ours.Le premier hapitre de ette partie de ours est onsaré à la statistique desriptive, qui regroupel'ensemble des méthodes pour représenter et dérire des données (hapitre 9).Les trois hapitres suivants sont ensuite onsarés à l'analyse des données, et trois aspets serontabordés :� l'estimation des paramètres d'une population à partir d'un éhantillon ('est e qu'on appelleles statistiques inférentielles (hapitre 10),� les tests statistiques, qui mènent à déider du rejet ou non d'une hypothèse (hapitre 11),� la modélisation des relations qui existent entre variables ; ette modélisation a le plus souventun objetif préditif : e sera la régression (hapitre 12).





819 Statistiques desriptivesOn peut dé�nir les statistiques desriptives omme l'ensemble des méthodes qui permettent desynthétiser et de dérire de nombreuses données. La seule desription objetive des donnéesest leur énumération. Si 'est possible lorsque le nombre de données est très petit, ela n'estrapidement plus possible lorsque le nombre de données est grand, voire simplement moyen : lasimple énumération d'une trentaine de données est déjà très fastidieuse.Synthétiser et résumer des données en un petit nombre de grandeurs est un exerie moins failequ'il n'y paraît à première vue. Choisir une représentation, 'est renoner à d'autres représen-tations possibles, et le hoix de tel paramètre plut�t que tel autre n'est jamais neutre. Si lagrandeur est toujours alulée selon des tehniques parfaitement odi�ées et reprodutibles, lehoix de ette grandeur entraîne une ertaine subjetivité.C'est la raison pour laquelle on dit souvent qu' � on peut faire dire e qu'on veut aux statistiques �.Nous verrons au paragraphe 9.6 un exemple qui illustre et aphorisme.9.1 Quelques dé�nitionsUne population est l'ensemble des objets ou des personnes auxquels une étude statistiques'intéresse. Une population doit être dé�nie par des ritères ne laissant auune équivoque : il fautêtre apable de dire sans erreurs possibles si tel objet ou telle personne appartient ou non à lapopulation.Exemples les élèves insrits en première année de l'IUP d'Avignon durant l'année aadémique2001�2002, les pièes usinées par l'atelier n de l'usine XYZ, du 2 février (06h00) au 5 février(19h00) 2001, les habitants d'Avignon redevables de la taxe d'habitation au 1erjanvier 2001onstituent une population au sens statistique.Les habitants d'Avignon ou les personnes travaillant dans l'entreprise BIDULE, sans plus depréisions, ne onstituent pas une population au sens statistique. En e�et, qui doit-on ompter,qui doit-on exlure ?Un étudiant en ité universitaire rentrant toutes les �ns de semaines dans sa famille, une stagiairede 6 mois ou un SDF dormant dans les rues sont-ils des habitants d'Avignon ?Un stagiaire perevant une ompensation, un CDD de 1 mois ou un ingénieur onsultant en régiesont-ils des personnes travaillant dans l'entreprise BIDULE?C'est pare qu'il est très di�ile de répondre à es questions10 que � les habitants d'Avignon �sans plus de préisions ne onstitue pas une population au sens statistique.Une unité statistique � ou enore, un individu � est un élément de la population.Un éhantillon est un sous-ensemble de la population. Bien souvent il n'est pas possible de faireporter une enquête sur une population entière. On séletionne alors un éhantillon sur lequel on10Sans ompter que la réponse à es questions peut être �utuante selon les époques et/ou le ontexte.



82 9 STATISTIQUES DESCRIPTIVESfait porter l'enquête. L'objetif des statistiques inférentielles est de tirer des onlusions sur lapopulation à partir de l'étude de l'éhantillon.Les aratères dérivent l'unité statistique. Ainsi, le sexe, la atégorie soio-professionnelle(CSP), l'âge, le statut ivil, le nombre d'enfants, le poids ou le revenu annuel sont des aratèrespouvant dérire une personne. On distingue les aratères qualitatifs et les aratères quantitatifs.Les aratères qualitatifs ne sont pas mesurables. Par exemple le sexe, la CSP ou le statutivil.Les aratères quantitatifs sont mesurables. C'est le as de l'âge, du nombre d'enfants, dupoids et des revenus.Parmi les aratères quantitatifs, on distingue les aratères disrets (qui peuvent s'énumérer :le nombre d'enfants, l'âge) et les aratères ontinus (qui ne peuvent pas s'énumérer : le revenu,le poids).Les modalités sont les valeurs prises par un aratère qualitatif ou quantitatif disret. Le sexen'a que deux modalités, les CSP de niveau 1 ont 5 modalités : agriulteur, ouvrier, employé,profession intermédiaire, adres et professions intelletuelles supérieures (si)11.La frontière entre disret et ontinu est assez �oue. Ainsi l'âge peut parfaitement être onsidéréomme une variable ontinue. Le revenu est toujours un multiple du fran, et est don unequantité intrinsèquement disrète. Cependant, elle est toujours onsidérée omme une variableontinue. Ce qui fait souvent la di�érene, 'est la apaité à énumérer les modalités. Lorsqu'ellessont très nombreuses et rapprohées (typiquement, des frans, des grammes, et...) on préfèreune desription ave des aratères ontinus.Par analogie ave les variables aléatoires des probabilités, on utilise souvent le terme de variableà la plae de aratère.9.2 Desription d'un aratère qualitatif ou quantitatif disretTableauxPour les aratères qualitatifs ou quantitatifs disrets, le tableau de ontingene est une méthodede desription objetive et exhaustive ar elle ne détruit auune information. Soit p le nombrede modalités d'un aratère et n le nombre d'individus. On note m1,m2, . . . ,mp les modalités,
n1, . . . , np les e�etifs dans es di�érentes modalités et f1 = n1/n, . . . , fp = np/n leurs fréquenesstatistiques. Le tableau 1 montre la struture d'un tableau de ontingene.Représentation en diagrammeLes diagrammes en bâtons ou en seteurs sont bien onnus. Dans es diagrammes, la hauteurdes bâtons ou l'angle des seteurs sont proportionnels à la fréquene des modalités.11Les CSP sont des atégories dé�nies par l'INSEE ; les CSP de niveau 1 sont les moins détaillées ; les CSP deniveaux 2 et 3 ont beauoup plus de modalités.



9.3 Représentations des aratères ontinus 83Modalité du e�etif fréquenearatère
m1 n1 f1 = n1/n... ... ...
mp np f1 = np/nTab. 1 � Un tableau de ontingene.Ces diagrammes peuvent par exemple servir à illustrer le nombre de voitures immatriulées enFrane, où les di�érentes marques sont les modalités. Très souvent, on range les modalités auxe�etifs très faibles dans une rubrique unique, intitulée � autres �.Il existe une atégorie partiulière de diagrammes, que l'on peut appeler pitogrammes. On yreprésente par exemple les parts de marhés des onstruteurs automobiles par une voiture dontla taille est en relation ave la part de marhé.Ces pitogrammes sont très visuels et très aroheurs. Cependant ils peuvent être très trompeurs,ar on ne sait jamais si 'est la surfae ou la hauteur du dessin qui est proportionnelle à la grandeurque l'on veut représenter.9.3 Représentations des aratères ontinusOn onsidère que l'on a n individus dont on a mesuré les valeurs x1, . . . , xn d'un aratère ontinu.On va s'intéresser à deux représentations de es n données.Fontion de répartition empiriqueLa fontion de répartition empirique est l'équivalent de la fontion de répartition d'une variablealéatoire (f. hapitre 4), mais ii elle est onstruite sur les valeurs x1, . . . , xn. F̂ (x) sera laproportion de valeurs inférieures ou égales à x :
F̂ (x) =

1

n
# (valeurs ≤ x) .La fontion de répartition empirique est une fontion onstante par moreaux (fontion en esa-lier). Chaque saut orrespond à une valeur xi.Nous allons illustrer ette notion à partir de données de pluviométries mesurées en Suisse le 8 mai1986. Il s'agit de l'événement pluvieux qui a suivi l'aident de Thernobyl, ave des nuages quiavaient été ontaminés par les radionuléides. Nous avons 100 mesures de pluviométries mesuréesaux stations météo du réseau Suisse. Ces données sont extraites d'une étude qui herhait àévaluer la préision d'une estimation statistique de la pluviométrie en des points géographiquesoù elle n'avait pas été mesurée.



84 9 STATISTIQUES DESCRIPTIVESOn voit à la �gure 10 que les données vont de 0 à 600 1/10mm. On distingue des zones où la penteest plus forte, et des zones où elle est plus faible. Une pente élevée indique un grand nombre dedonnées très voisines.
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Fig. 10 � Fontion de répartition empirique de 100 données de pluie.La fontion de répartition empirique est une représentation exate des données, sans perte d'in-formation, mais elle est peu parlante, et l'÷il a du mal à interpréter e genre de représentation.Aussi on préfère l'histogramme.HistogrammeL'histogramme onsiste à regrouper les n valeurs dans p lasses (ave p ≤ n), puis de traiter leslasses omme des modalités que l'on représente par un diagramme en bâtons. Les lasses sontdes intervalles [bi−1, bi[, i = 1, . . . , p. L'amplitude de la lasse i est ai = bi − bi−1 et son entre
ci = (bi−1 + bi)/2. On résume alors les valeurs x1, . . . , xn dans un tableau statistique, identiqueau tableau 2.L'habitude veut que les lasses soient de même amplitude, mais ela n'est pas absolument indis-pensable. Il peut s'avérer utile, voire néessaire de dé�nir des amplitudes di�érentes. C'est parexemple le as lorsqu'on étudie des revenus, ar les lasses des plus hauts revenus peut avoir uneamplitude très grande.Lors de la représentation graphique d'un histogramme, on trae des bâtons dont la hauteur estproportionnelle à la fréquene.



9.3 Représentations des aratères ontinus 85lasse entre amplitude e�etif fréquene
[b0, b1[ c1 = (b0 + b1)/2 b1 − b0 n1 f1 = n1/n

[b1, b2[ c2 = (b1 + b2)/2 b2 − b1 n2 f2 = n2/n... ... ... ... ...
[bp−1, bp[ cp = (bp−1 + bp)/2 bp − bp−1 np fp = np/nTotal � � n 1Tab. 2 � Tableau statistique lorsque les données sont groupées par lasses.L'histogramme est une représentation graphique très utilisée, mais il faut ependant faire at-tention au fait que sa forme peut être très sensible au hoix du nombre et de la position deslasses.La �gure 11 montre 6 histogrammes alulés sur les mêmes données de pluie. On voit trèsnettement une lasse modale autour de 100 à 150 1/10mm. Augmenter le nombre de lassespermet de visualiser plus �nement la distribution des données. Ainsi, 7 lasses ne permettentpas de distinguer une seonde lasse modale qui apparaît autour de 300 1/10mm. Mais trop delasses entraînent un bruit tellement important qu'on ne visualise plus rien.
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Fig. 11 � Histogrammes de 100 données de pluies



9.4 Caratéristiques de tendane entrale 879.4 Caratéristiques de tendane entraleLa moyenneC'est probablement le paramètre le plus onnu des statistiques. On dé�nit la moyenne arithmé-tique x̄ (ou plus simplement, la moyenne) par :
x̄ =

1

n

n
∑

i=1

xi.Cette formule peut se déliner de plusieurs façons, selon les as partiuliers. Ainsi par exemple :� Si on a un aratère disret à p modalités, la formule devient, en regroupant toutes les valeursqui sont égales entre elles :
x̄ =

1

n

p
∑

i=1

nixi =
p
∑

i=1

fixi.� Si on ne possède pas la liste des n valeurs, mais seulement un histogramme à p lasses, on nepeut pas aluler une moyenne exate, mais il est possible de aluler une approximation dela moyenne :
x̃ =

1

n

p
∑

i=1

nici =
p
∑

i=1

fici.Cette approximation revient à onsidérer que toutes les données dans une lasse ont la mêmevaleur : le entre de ette lasse.La médianePar dé�nition, la médiane est la valeur xM qui partage les données en deux groupes d'e�etifségaux : le groupe des données supérieures à xM , et le groupe des données inférieures à xM . End'autres termes, la médiane est la valeur xM telle que
F̂ (xM ) =

1

2
.On alule xM de la façon suivante : on ordonne les valeurs de façon roissante, et on note

x(1) ≤ . . . ≤ x(n) les valeurs ainsi ordonnées.� S'il y a un nombre de données n impair, alors la � donnée du milieu �, 'est-à-dire
xM = x((n+1)/2)est la médiane. En e�et, dans e as, il y a bien (n−1)/2 données de haque �té de la médiane.� S'il y a un nombre pair de données, la médiane se trouve n'importe où entre les deux valeursdu milieu : x(n/2) et x(n/2+1). Par onvention on prend souvent le milieu entre es deux valeurset

xM =
1

2

(

x(n/2) + x(n/2+1)

)

.



88 9 STATISTIQUES DESCRIPTIVESLe modeLe mode d'un aratère est sa modalité la plus fréquente. Le mode n'a réellement de sens quepour un aratère qualitatif ou quantitatif disret. Pour l'histogramme d'un aratère quantitatifontinu, on parle parfois de lasse modale pour la lasse la plus fréquente. Toutefois, il faut sesouvenir que la fréquene des lasses dépend très fortement de leur dé�nition (amplitudes etposition des entres).9.5 Caratéristique de dispersionAprès avoir dé�ni quelques aratéristiques de tendane entrale, enore appelées aratéristiquesde position, nous allons maintenant présenter quelques aratéristiques qui dérivent ommentles valeurs sont réparties autour de la valeur de tendane entrale.L'étendueL'étendue, a, est simplement la di�érene entre la plus grande et la plus petite valeur :
a = xmax − xmin = x(n) − x(1).La varianela variane, s2, est dé�nie omme la moyenne des éarts quadratiques à la moyenne :

s2 =
1

n

n
∑

i=1

(xi − x̄)2.La variane peut également se aluler de la façon suivante :
s2 =

1

n

n
∑

i=1

x2
i − x̄2.En e�et,

s2 =
1

n

n
∑

i=1

(xi − x̄)2

=
1

n

n
∑

i=1

(x2
i − 2x̄xi + x̄2)

=
1

n

n
∑

i=1

x2
i −

2

n
x̄

n
∑

i=1

xi + x̄2

=
1

n

n
∑

i=1

x2
i − 2x̄2 + x̄2.L'éart-type, s, est la raine arrée de la variane. En statistique desriptive, il est préférabled'utiliser l'éart-type omme paramètre de desription, plut�t que la variane, ar elui-i s'ex-prime dans les mêmes unités que la variable elle-même.



9.6 Commentaires sur les aratéristiques 89L'intervalle inter-quartileOn dé�nit les quartiles xQ1
, xQ2

et xQ3
à partir de la fontion de répartition empirique de lamême façon que la médiane.

F̂ (xQ1
) =

1

4
, F̂ (xQ2

) =
1

2
, F̂ (xQ3

) =
3

4
.On note que xQ2

= xM . Le alul de xQ1
ou de xQ3

se fait de la même manière que pour xM .L'intervalle-interquartile est :
IQ = xQ3

− xQ1
.C'est l'intervalle qui ontient 50% des données en en laissant 25% à gauhe et 25% à droite.L'intervalle inter-déileOn peut de même dé�nir les déiles xD1

, . . . , xD9
qui partagent la fontion de répartition empi-rique en dix parties égales et l'intervalle inter-déile,

ID = xD9
− xD1

,qui ontient 80% des données, en en laissant 10% à gauhe et 10% à droite.Coe�ients de dispersionPour les variables positives, la dispersion est souvent rapporté à un paramètre de tendaneentrale : σ/x̄, IQ/xM ou ID/xM sont les oe�ients de dispersion les plus souvents utilisés. Cesont des grandeurs sans dimension.9.6 Commentaires sur les aratéristiquesQuelles aratéristiques utiliser pour dérire et résumer des données ? La tentation est grande deles utiliser toutes, mais il faut prendre garde à ne pas générer plus d'informations que ne peut enassimiler le leteur. D'un autre �té, hoisir ertaines aratéristiques plut�t que d'autres n'estpas toujours neutre, omme nous le montrerons dans l'exemple qui va suivre. L'équilibre n'estpas faile à trouver entre néessité d'être bref et désir d'être omplet.Quelques remarques peuvent être faites :� Il faut évidemment respeter des ritères de ohérene dans l'utilisation de es aratéristiques.Si on utilise la moyenne omme aratéristique de tendane entrale, il est normal d'utiliserla variane omme aratéristique de dispersion. Inversement, si on utilise la médiane ommearatéristique de tendane entrale, il faut utiliser les intervalles inter-quartiles ou inter-déilesomme aratéristique de dispersion.� Moyenne et variane ont de bonnes propriétés mathématiques, mais sont sensibles à des valeursextrêmes, mais rares. En termes statistiques, ont dit qu'elles sont peu robustes.



90 9 STATISTIQUES DESCRIPTIVES� Médiane et intervalle inter-quartiles sont au ontraire très robustes (les valeurs maximalespeuvent varier sans qu'elles n'en soient a�etées). En revanhe, elles ont de très mauvaisespropriétés algébriques.� En onséquene, on utilise souvent la médiane et l'intervalle inter-quartile ou inter-déile enstatistique desriptive. Mais en statistique inférentielle, en test d'hypothèses, et en régression,on utilise plut�t moyennes et varianes.Exemple 1 Les données de pluie donnent les statistiques suivantes (en 1/10mm) :� x̄ = 180.2 et xM = 141 ;� xD1
= 60 ; xQ1

= 89 ; xQ3
= 237.5 ; xD9

= 345.5.� s = 116.7 ; IQ = 148.5 ; ID = 285.5.Exemple 2 Une PME emploie 10 personnes, dont les salaires nets sont les suivants :2 ouvriers 900 Euros,4 ouvriers quali�és 1100 Euros,2 ingénieurs 1700 Euros,2 direteurs 3300 Euros.La moyenne des salaires vaut :
x̄ = (2 × 900 + 4 × 1100 + 2 × 1700 + 2 × 3300)/10 = 1620 Euros.La médiane vaut

xM =
1

2

(

x(5) + x(6)

)

= 1100 Euros.Compte tenu de es statistiques, la diretion dit : � dans notre entreprise, la moyenne des salairesest 1620 Euros et les salaires des dirigeants n'est que le double du salaire moyen �. Les syndiatsdisent : � dans ette entreprise, la moitié des salariés touhent 1100 Euros ou moins ; quant auxpatrons, il empohent trois fois ette somme �.Supposons maintenant que les direteurs déident de proéder à des augmentations. Les ouvrierset les ouvriers quali�és sont augmentés de 100 Euros, les ingénieurs de 200 Euros, et les direteursde 1000 Euros (on n'est jamais aussi bien servi que par soi-même).Le nouveau tableau de salaire devient :2 ouvriers 1000 Euros,4 ouvriers quali�és 1200 Euros,2 ingénieurs 1900 Euros,2 direteurs 4300 Euros.La moyenne vaut maintenant x̄ = 1920 Euros et la médiane xM = 1200 Euros. La diretionpeut lamer que le salaire moyen a augmenté de 300 Euros, mais les syndiats peuvent mettreen avant que seuls les direteurs ont une augmentation supérieure ou égale à ette moyenne, que



9.6 Commentaires sur les aratéristiques 91la médiane n'a augmenté que de 100 Euros et que 80% des salariés touhent moins que le salairemoyen.Les deux points de vue étant statistiquement exats, et exemple a pour but de montrer que lehoix d'une aratéristique pour résumer des données n'est pas neutre. Cela illustre égalementqu'en éonomie il peut se révéler peu judiieux d'utiliser des aratéristiques trop sensibles à desvaleurs extrêmes, omme la moyenne.



92 10 L'ESTIMATION10 L'estimation10.1 L'estimation pontuelle : généralitésEn statistiques, on herhe souvent à estimer des paramètres ou des aratéristiques d'une po-pulation à l'aide d'un éhantillon. Ainsi nous verrons par exemple que :� la fréquene statistique de survenue d'un évènement est un estimateur de la probabilité de etévènement ;� la moyenne arithmétique alulée sur un éhantillon est un bon estimateur de la moyennearithmétique d'une population ;� la variane alulée sur un éhantillon est un estimateur de la variane d'une population.Toutefois, il est parfois possible de dé�nir plusieurs estimateurs pour une même aratéristique.Par exemple, si une densité de probabilité f est symétrique, la médiane xM est aussi un estimateurde µ. Lequel doit-on hoisir, xM ou x̄ ?Il est don néessaire d'avoir une théorie de l'estimation pour répondre à ette question.La adre général est le suivant. On onsidère que l'on a un éhantillon de n variables aléatoiresidépendantes, X1, . . . ,Xn, issu d'une loi de probabilité Pθ dont on herhe à estimer le paramètreinonnu θ. C'est le problème de l'estimation pontuelle, dans le sens où on reherhe unevaleur, notée θ̂ (un point de R) qui estime θ.Dé�nition 10.1 On appelle estimateur une variable aléatoire θ̂ alulée à partir des Xi,
θ̂ = T (X1, . . . ,Xn),qui vise à estimer orretement θ et qui prend des valeurs dans un domaine aeptable pour θ.Il faut remarquer qu'un estimateur est une fontion de variables aléatoires ; 'est don une variablealéatoire, dont il est possible de aluler la densité, l'espérane et la variane si on onnaît la loi

Pθ et la forme de la fontion T .Quelles sont les bonnes propriétés que doit avoir un estimateur θ̂ = T (X1, . . . ,Xn) ?ConvergeneIl est indispensable que lorsque la taille de l'éhantillon tend vers l'in�ni, θ̂ tende vers le paramètre
θ :

θ̂ = T (X1, . . . ,Xn) → θ lorsque n → ∞.Un estimateur non onvergent sera toujours rejeté. Le fait qu'il onverge (il est bon lorsque
n → ∞) ne nous dit ependant rien sur e qui se passe lorsque n est �ni (et on a rarementl'oasion d'aller jusquà n → ∞).Non biais



10.1 L'estimation pontuelle : généralités 93Lorsqu'on estime θ à l'aide de θ̂, on ommet une erreur d'estimation, θ̂ − θ. En ajoutant etretranhant E[θ̂], l'erreur d'estimation se réérit :
θ̂ − θ =

(

θ̂ − E[θ̂]
)

+
(

E[θ̂] − θ
)

.Le premier terme est la �utuation de θ̂ autour de son espérane. C'est une variable aléatoireliée au hasard de l'éhantillonnage. Le seond terme en revanhe est une onstante. C'est uneerreur systématique que l'on ommet en utilisant l'estimateur θ̂. C'est e qu'on appelle le biais.Dé�nition 10.2 Un estimateur θ̂ est un estimateur sans biais si :
E[θ̂] − θ = 0 ⇐⇒ E[θ̂] = θ.Théorème 10.1 Un estimateur sans biais est onvergent ssi

V ar(θ̂) → 0quand n → ∞.Preuve : En e�et, par appliation du théorème de Chebyhev, P (|θ̂−θ| > ǫ) ≤ V ar(θ̂)/ǫ. Don,si n → ∞, alors V ar(θ̂) → 0 et P (|θ̂ − θ| > ǫ) → 0, 'est à dire θ̂
P→ θ. 2Proposition 10.1 Soit X1, . . . ,Xn un éhantillon d'une population d'espérane µ. Alors lamoyenne arithmétique X̄ est un estimateur onvergent et sans biais de µ.Preuve : En e�et, nous avions vu au paragraphe 7.5 que

E[X̄ ] = µ et V ar(X̄) = σ2/n.La première égalité assure le non-biais. La seonde est équivalente à une loi des grands nombres.Comme V ar(X̄) → 0 lorsque n → ∞, on a bien que X̄
p→ µ. 2Proposition 10.2 La fréquene statistique d'apparition, F , d'un évènement sur un éhantillonest un estimateur sans biais de la propobabilité p de et évènement dans la population.Pour montrer ette proposition, il su�t d'appliquer la proposition préédente aux variables aléa-toires de Bernoulli d'apparition de et évènement.Proposition 10.3 Soit X1, . . . ,Xn un éhantillon d'une population de variane σ2. La varianeexpérimentale

S2 =
1

n

n
∑

i=1

(Xi − X̄)2est un estimateur biaisé de σ2. L'estimateur sans biais est n
n−1S2. Ces deux estimateurs sontonvergents.



94 10 L'ESTIMATIONPreuve : A�n de montrer e résultat, on a besoin du résultat intermédiaire suivant :
n
∑

i=1

(Xi − X̄)2 =
n
∑

i=1

(Xi − µ)2 − n(X̄ − µ)2.En e�et :
n
∑

i=1

(Xi − X̄)2 =
n
∑

i=1

(Xi − µ − X̄ + µ)2

=
n
∑

i=1

(Xi − µ)2 − 2(X̄ − µ)
n
∑

i=1

(Xi − µ) +
n
∑

i=1

(X̄ − µ)2

=
n
∑

i=1

(Xi − µ)2 − 2n(X̄ − µ)2 + n(X̄ − µ)2

=
n
∑

i=1

(Xi − µ)2 − n(X̄ − µ)2.Don,
E[S2] = E

[

1

n

n
∑

i=1

(Xi − X̄)2
]

=
1

n

n
∑

i=1

E[(Xi − µ)2] − E[(X̄ − µ)2]

=
1

n

n
∑

i=1

V ar(Xi) − V ar(X̄)

=
1

n
.nσ2 − σ2

n

=
n − 1

n
σ2.On voit que E[S2] 6= σ2. Il y a un biais, qui vaut σ2/n. Ce biais diminue ave n, et tend vers 0lorsque n → ∞. On dit que l'estimateur S2 est asymptotiquement non biaisé. L'estimateur nonbiaisé de σ2 est don

n

n − 1
S2.La présene du biais vient de e que, pour estimer la variane, on ne onnaît pas la moyenne.Elle est seulement estimée à travers X̄. Pour l'estimer, on �utilise� une fration 1/n de haquedonnée Xi. Cette fration déjà �utilisée� n'est plus disponible pour estimer la variabilité de lapopulation, dont la variane est alors sous-estimée d'une fration 1/n.Notons en�n que pour qu'un estimateur soit onvergent, il faut néessairement qu'il soit asymp-totiquement sans biais.E�aité



10.2 Méthode des moments 95Revenons à l'erreur d'estimation θ̂−θ. Son espérane est le biais (qui peut être nul). Intéressons-nous maintenant à l'espérane du arré de l'erreur :
E[(θ̂ − θ)2]est l'erreur quadratique moyenne (EQM). Or :

E[(θ̂ − θ)2] = E[(θ̂ − E[θ̂] + E[θ̂] − θ)2]

= E[(θ̂ − E[θ̂])]2 + 2(E[θ̂] − θ)E[(θ̂ − E[θ̂])] + (E[θ̂] − θ)2

= E[(θ̂ − E[θ̂])]2 + (E[θ̂] − θ)2

= V ar(θ̂) + (E[θ̂] − θ)2ar le seond fateur du double produit est identiquement nul. On d'autres termes, on a l'équationsuivante :
EQM(θ̂) = V ar(θ̂) + Biais2.De deux estimateurs sans biais, le meilleur est elui dont la variane est la plus faible. Si l'es-timateur est biaisé, il faut par ontre tenir ompte du terme de biais au arré, et il n'est plusévident que l'estimateur de plus faible variane soit elui dont l'EQM est le plus faible.Dé�nition 10.3 Soient θ̂1 et θ̂2 deux estimateurs sans biais d'un paramètre θ. L'e�aité rela-tive de θ̂1 par rapport à θ̂2 est le rapport V ar(θ̂1)/V ar(θ̂2).Un estimateur θ̂ est une fontion de l'éhantillon X1, . . . ,Xn et on ne peut aluler sa varianeque si l'on s'est donné des hypothèses sur la distribution de la variable aléatoire X.En général, la démarhe est la suivante : on onstruit un modèle statistique, 'est-à-dire que l'onfait des hypothèses sur la loi des X (Poisson, exponentielle, gaussienne, et...). Dans e adre,on peut alors aluler la variane de di�érents estimateurs θ̂ et hoisir le plus e�ae. On peutaussi se poser la question de savoir s'il existe un estimateur plus e�ae que tous les autres. Celarevient à herher l'estimateur sans biais de variane minimale.La question est alors � omment fait-on pour trouver un estimateur ? Existe-t-il des guides pouren trouver ? Comment savoir si elui que j'ai trouvé est e�ae (par rapport aux autres...) �. Laréponse à es questions fait l'objet des paragraphes suivants.10.2 Méthode des momentsLe prinipe de la méthode des moments est très simple. Il onsiste dans une première étape àaluler les moments théoriques (espérane mathématique, variane) issus de la loi de probabi-lité de la population. Ensuite, dans une seonde étape, on alule les moments de l'éhantillon(moyenne X̄ , variane S2). En�n, dans une troisième étape, on identi�e es deux modes de alula�n d'en déduire l'estimation des paramètres.



96 10 L'ESTIMATIONExemple 1 L'éhantillon X1, . . . ,Xn provient d'une population dont la loi de probabilité est uneloi géométrique de paramètre p. Il n'y a qu'un seul paramètre à estimer : on n'utilisera don quele premier moment.1. On a déjà vu que l'espérane mathématique d'une loi géométrique est 1/p.2. La moyenne arithmétique de l'éhantillon est X̄.3. En identi�ant moyenne arithmétique et espérane mathématique, on obtient un estimateur
p̂ de p :

1

p̂
= X̄ ⇐⇒ p̂ =

1

X̄
.Exemple 2 L'éhantillon X1, . . . ,Xn provient d'une loi gaussienne de paramètres (µ, σ2). Ii, ily a deux paramètres à estimer ; on utilisera don les deux premiers moments.1. On a vu que l'espérane et la variane valent respetivement µ et σ2.2. La moyenne arithmétique et la variane empirique de l'éhantillon sont respetivement X̄et S2.3. En identi�ant, il vient de façon immédiate :

µ̂ = X̄ σ̂2 = S2.Exemple 3 L'éhantillon X1, . . . ,Xn provient d'un loi uniforme [a, b]. Ii, il y a également deuxparamètres à estimer.1. On a vu que l'espérane et la variane valent respetivement (a + b)/2 et (a − b)2/12.2. La moyenne arithmétique et la variane empirique de l'éhantillon sont respetivement X̄et S2.3. En identi�ant, on obtient les équations suivantes :
(â + b̂)/2 = X̄ et (b̂ − â)2/12 = S2.On obtient alors les estimateurs suivants :

â = X̄ − S
√

3 et b̂ = X̄ + S
√

3.La méthode des moments est simple et intuitive. Toutefois, elle ne mène pas toujours aux esti-mateurs les plus e�aes.Une autre méthode, issue d'une théorie plus omplète permet de onstruire des estimateurs quisont souvent optimaux.



10.3 Méthode du maximum de vraisemblane 9710.3 Méthode du maximum de vraisemblaneSoit X1, . . . ,Xn une éhantillon de loi fθ, de paramètre inonnu θ. A�n d'alléger les notations,
fθ désigne une densité de probabilité ou la loi de probabilité d'une variable aléatoire disrète.Dé�nition 10.4 On appelle vraisemblane la fontion

L(X1, . . . ,Xn; θ) = fθ(X1) × · · · × fθ(Xn) =
n
∏

i=1

fθ(Xi).La vraisemblane est une fontion de θ quand les Xi sont �xés. Les valeurs de θ pour lesquellesles Xi ont une densité élevée sont des valeurs � vraisemblables � de θ pour l'éhantillon onsidéré.Parmi toutes les valeurs possibles pour θ, il y en a une qui maximise la vraisemblane.Dé�nition 10.5 On appelle estimateur du maximum de vraisemblane le valeur θ̂ quimaximise la fontion de vraisemblane.Cette démarhe peut sembler à première vue urieuse. En fait, elle est parfaitement logiqueet orrespond à une attitude ourante de la vie de tous les jours. Fae à une situation quirelève en partie du hasard (on attend une personne qui est en retard), on privilégie la ausequi a la plus grande probabilité (il y a eu des embouteillages) plut�t que les auses les moinsvraisemblables (la personne a été enlevée par des extra-terrestres). Ii, on proède de même. Onobserve un éhantillon et parmi les θ possibles (les auses possibles), on retient elui qui est leplus vraisemblable.La tehnique la plus fréquente pour reherher le maximum de vraisemblane onsiste à reherherla valeur θ̂ qui annule la dérivée première de la fontion de vraisemblane et de véri�er que ladérivée seonde est négative en e point.Remarque : bien souvent, il est plus faile de reherher le maximum de la log-vraisemblane
ln L(X1, . . . ,Xn; θ) que de la vraisemblane. Un petit alul d'analyse montre failement quele maximum d'une fontion et elui de son logarithme sont identiques. En e�et (ln f(x))′ =

f ′(x)/f(x). Et don f ′(x) = 0 ⇐⇒ (ln f(x))′ = 0 si on suppose 0 < f(x) < ∞.En�n, onernant l'estimateur du maximum de vraisemblane, on a le théorème suivant :Théorème 10.2 Soit X1, . . . ,Xn un éhantillon d'une loi de probabilité de paramètre θ et θ̂son estimateur du maximum de vraisemblane. Alors, sous ertaines onditions assez généralesl'estimateur du maximum de vraisemblane (sans biais) est onvergent et de variane minimale.De plus, si on note
In(θ) = −E

[

∂2 lnL(θ)

∂θ2

]une quantité appelée information de Fisher, alors,
√

In(θ)(θ̂ − θ) → N (0, 1),



98 10 L'ESTIMATIONlorsque n → ∞.Exemple 1 [Loi exponentielle℄ Soit X1, . . . ,Xn un éhantillon d'une loi exponentielle de para-mètre λ. Alors la vraisemblane est :
L(X1, . . . ,Xn;λ) = λn

n
∏

i=1

e−λX

= λn exp{−λ
n
∑

i=1

Xi}.La log-vraisemblane est
ln L(· · · ;λ) = n ln λ − λ

n
∑

i=1

Xi.Pour maximiser la vraisemblane, on devra reherher la valeur λ̂ qui annule la dérivée premièrede la log-vraisemblane, et véri�er qu'en e point la dérivée seonde est négative :
(ln L(· · · ;λ))′ =

n

λ
−

n
∑

i=1

Xi,et don
n

λ̂
−

n
∑

i=1

Xi = 0 ⇐⇒ 1/λ̂ =
1

n

n
∑

i=1

Xi = X̄.La dérivée seonde
(ln L(· · · ;λ))′′ = − n

λ2est négative pour toute valeur de λ. λ̂ est don bien un maximum.Dans et exemple, on voit que l'estimateur de maximum de vraisemblane est la moyenne arith-métique de l'éhantillon. Ii, la méthode des moments et elle du maximum de vraisemblanedonnent le même résultat.Lorsque la loi a p paramètres, la démarhe reste identique à quelques nuanes près. On reherhele maximum en annulant les p dérivées premières12.Exemple 2 [Loi gaussienne℄ Soit X1, . . . ,Xn un éhantillon d'une loi gaussienne de paramètres
(µ, σ2). La vraisemblane est :

L(X1, . . . ,Xn;µ, σ) =
n
∏

i=1

1√
2πσ

exp

{

−(Xi − µ)2

2σ2

}

=

(

1√
2π

)n 1

σn
exp

{

−
n
∑

i=1

(Xi − µ)2

2σ2

}

.12Mathémtiquement, ette ondition ne su�t pas. Il faut enore véri�er que la matrie des dérivées seondesest dé�nie négative.



10.3 Méthode du maximum de vraisemblane 99A nouveau, il est plus simple de travailler ave la log-vraisemblane :
ln L(· · · ;µ, σ) = −n

2
ln(2π) − n ln σ −

n
∑

i=1

(Xi − µ)2

2σ2
.Les dérivées premières sont :

∂ ln L(· · · ;µ, σ)

∂µ
=

1

σ2

n
∑

i=1

(Xi − µ),

∂ ln L(· · · ;µ, σ)

∂σ
= −n

σ
+

∑n
i=1(Xi − µ)2

σ3
.Pour trouver l'estimateur de maximum de vraisemblane, on annule les dérivées premières, equi mène aux deux équations suivantes :

∂ ln L(· · · ; µ̂, σ̂)

∂µ
= 0 ⇒

n
∑

i=1

(Xi − µ̂) = 0 ⇒ µ̂ =
1

n

n
∑

i=1

Xi = X̄,

∂ ln L(· · · ; µ̂, σ̂)

∂σ
= 0 ⇒

n
∑

i=1

(Xi − µ̂)2 = nσ̂2 ⇒ σ̂2 =
1

n

n
∑

i=1

(Xi − µ̂)2 = S2.Dans et exemple enore, les estimateurs du maximum de vraisemblane sont également lesestimateurs donnés par la méthode des moments. Nous avions vu que S2 est un estimateur biaiséde σ2. Si on reherhe un estimateur sans biais, on prendra plut�t σ̂ = n/(n−1)S2. Le théorème10.2 nous garantit que es estimateurs sont les meilleurs possibles.Exemple 3 [Loi uniforme℄ Dans e dernier exemple, on onsidère que l'éhantillon X1, . . . ,Xnprovient d'une loi uniforme sur l'intervalle [a, b]. Nous savons que sur et intervalle, la densité estonstante et vaut 1/(b − a). En dehors de et intervalle, elle est nulle. On introduit la fontionindiatrie 1A(x) de l'ensemble A qui vaut 1 si x ∈ A et qui vaut 0 si x 6∈ A :
1A(x) =

{

1 si x ∈ A

0 si x 6∈ A.La densité uniforme dans [a, b] s'érit :
f(x) =

1

b − a
1[a,b](x).Ayant introduit ette fontion indiatrie, on peut maintenant érire la vraisemblane de l'éhan-tillon X1, . . . ,Xn :

L(X1, . . . ,Xn; a, b) =
n
∏

i=1

1

b − a
1[a,b](Xi)

=

(

1

b − a

)n n
∏

i=1

1[a,b](Xi).



100 10 L'ESTIMATIONCette fontion n'est pas dérivable par rapport à a ou b. Il faut don raisonner autrement. Onvoit que la vraisemblane sera maximale si (b − a) est minimal. Pour ela, il faut b le plus petitpossible et a le plus grand possible. Or b doit être plus grand que n'importe quel Xi et a pluspetit que n'importe quel Xi (pourquoi ?). Il s'ensuit que :
â = Xmin et b̂ = Xmax,en notant Xmin = min(X1, . . . ,Xn) et Xmax = max(X1, . . . ,Xn). On peut montrer que esestimateurs sont légèrement biaisés :

E[â] = a + (b − a)/(n + 1) et E[b̂] = b − (b − a)/(n + 1),mais asymptotiquement sans biais (le biais tend vers 0 lorsque n → ∞). Les estimateurs dumaximum de vraisemblane sans biais sont :
ã = Xmin − Xmax − Xmin

n + 1
,

b̃ = Xmax +
Xmax − Xmin

n + 1
.Il faut remarquer que la méthode des moments avait donné des estimateurs très di�érents. Ilest évidemment possible de aluler la variane de es di�érents estimateurs. Le résultat estque l'estimateur par maximum de vraisemblane est beauoup plus e�ae que elui issu de laméthode des moments.10.4 Estimation par intervalle de on�aneD'une ertaine façon, l'estimation pontuelle est peu satisfaisante. Nous avons vu qu'un estima-teur est une variable aléatoire qui dépend de l'éhantillon. Ainsi, si l'on hange d'éhantillon,on obtient une valeur di�érente de l'estimateur. Un exemple ourant est l'enquête d'opinion. Ilarrive fréquemment que plusieurs instituts de sondages se livrent à des enquêtes onernant laote de on�ane de tel ou tel personnage politique, et que l'on observe des di�érenes entreles enquêtes. En dehors des e�ets liés à des di�érenes de méthodologie, ela peut être simple-ment dû à des éhantillons néessairement di�érents, et es di�érenes peuvent ne re�éter que lavariabilité intrinsèque à l'éhantillonnage aléatoire.Une simple estimation pontuelle n'apporte auune indiation sur une information pourtantessentielle : la préision de l'estimation. Ce n'est pas du tout la même hose de savoir que telpersonnage politique qui se présente aux présidentielles est rédité de 53% d'intention de votes,plus ou moins 10% (rien n'est joué), ou plus ou moins 2% (ça semble gagné).L'estimation par intervalle de on�ane apporte ette information supplémentaire. Plut�t qued'estimer une valeur pontuelle θ̂, on va enadrer θ par un intervalle IC(θ) = [θ1, θ2] qui ontient,ave une forte probabilité, la valeur vraie mais inonnue θ.A�n de déterminer et intervalle, la proédure générale est la suivante :



10.4 Estimation par intervalle de on�ane 1011. On part tout d'abord d'un niveau de on�ane, noté 1 − α. Ce niveau de on�aneorrespond à la probabilité que l'intervalle ontienne la vraie valeur :
P (θ ∈ IC(θ)) = 1 − α.En onséquene, α est la probabilité d'erreur que l'on s'aorde. Habituellement, on hoisit

α = 5%, mais selon le type de problème onsidéré, on peut hoisir par exemple α = 1%.2. On alule une estimation pontuelle θ̂ de θ, par maximum de vraisemblane par exemple.Bien souvent, par appliation du TCL, on onnaît la loi de probabilité de θ̂ (ou une bonneapproximation de elle-i). Il est alors possible de reherher les valeurs θ1 et θ2 de l'inter-valle de on�ane.Cette démarhe sera illustrée par le alul de l'intervalle de on�ane pour une proportion etpour une moyenne.Intervalle de on�ane d'une proportionLe adre est le suivant. Dans une population, une proportion p d'individus possède une ertainearatéristique (ils appréient tel personnage politique, par exemple). On interroge un éhantillonde n personnes, dont une proportion F possède la aratéristique en question. Si la populationest très grande par rapport à la taille de l'éhantillon, on peut la onsidérer in�nie, et le mo-dèle probabiliste qui orrespond à ette situation est un éhantillon de n variables aléatoires deBernoulli de paramètre inonnu p.Dans e adre, on a vu que p̂ = F était un estimateur sans biais de p ; il est onvergent. C'estl'estimateur des moments et du maximum de vraisemblane (exerie : montrer tout ela). Onpeut même montrer que 'est le plus e�ae.D'autre part, on avait également vu que lorsque n → ∞, l'appliation du TCL donne
p̂ − p

√

p(1 − p)/n

L→ N (0, 1),où N (0, 1) est une variable aléatoire gaussienne standard, que l'on notera dorénavant Z.On onstruit l'intervalle de on�ane au niveau (1 − α) de la façon suivante :
P (p1 ≤ p ≤ p2) = 1 − α ⇐⇒ P (−zα/2 ≤ Z ≤ zα/2) = 1 − αet on reherhe les valeurs p1 et p2 orrespondantes.Les valeurs zα/2 sont entièrement �xées par α. Elles �gurent dans les tables statistiques habi-tuelles, et sont en mémoire dans tous les logiiels de traitement statistique. Les valeurs les plusourantes sont résumées dans le tableau 3.
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1 − α zα/20,90 1,650,95 1,960,99 2,58Tab. 3 � Quantiles usuels d'une variable aléatoire gaussienne standard.On trouve les valeurs p1 et p2 par la suite d'équivalenes suivantes :

−zα/2 ≤ Z ≤ zα/2

⇐⇒ −zα/2 ≤ p̂ − p
√

p(1 − p)/n
≤ zα/2

⇐⇒ p̂ − zα/2

√

p(1 − p)/n ≤ p ≤ p̂ + zα/2

√

p(1 − p)/n.Comme on ne onnaît pas la variane p(1 − p), on la remplae par p̂(1 − p̂). Finalement, onaboutit à l'intervalle de on�ane


 p̂ − zα/2

√

p̂(1 − p̂)

n
, p̂ + zα/2

√

p̂(1 − p̂)

n



 .Exemple On interroge n = 895 personnes et 502 répondent positivement. Quel est l'intervalle deon�ane au niveau 1 − α = 95% ? L'appliation des formules donne : p̂ = 502/895 = 0, 561.
p1 = 0, 561 − 1, 96

√

0, 561.0, 439

895
= 0, 561 − 0, 033 = 0, 528et

p2 = 0, 561 + 0, 033 = 0, 594.Ainsi,
p ∈ [0, 528; 0, 594]ave une probabilité 0,95.Il n'est pas inutile de faire quelques ommentaires au sujet de ette formule. L'amplitude del'intervalle est donnée par le terme
zα/2

√

p̂(1 − p̂)

n
.� Ce terme augmente lorsque 1 − α augmente. C'est normal : à taille d'éhantillon �xée, si l'onsouhaite un plus grand niveau de on�ane, il faut élargir l'intervalle. Notons qu'à la limite,l'intervalle qui orrespond à un niveau de on�ane ertain est p ∈ [0, 1], e qui n'est pas trèsinformatif.Ainsi, il y a un équilibre à trouver entre préision et probabilité d'erreur.



10.4 Estimation par intervalle de on�ane 103� Ce terme diminue ave n, mais lentement (en 1/
√

n). Pour diviser l'amplitude de l'intervallepar deux, il faut multiplier l'éhantillon par 4 ! La taille de l'éhantillon est diretement liéeau oût de l'enquête ; ii aussi, il faut arbitrer entre oût de l'enquête et oût de l'erreurd'estimation.� En�n, e terme est fontion de p(1 − p). Ce terme de variane re�ète l'inertitude liée aumodèle. Il est maximal pour p = 1/2.Dans le as où p est prohe de 1/2 (sondage pour une présidentielle, par exemple), on peut fairel'approximation √p(1 − p) ≃ 1/2 (pour p = 0, 4, la vraie valeur est 0,4899). Par ailleurs, onarrondit très souvent 1,96 à 2. L'intervalle de on�ane simpli�é devient alors
[p̂ − 1/

√
n ; p̂ + 1/

√
n].Ainsi par exemple, si on veut une demi-amplitude égale à 0,03, il faut prendre un éhantillonde taille n = 1/0, 032 = 1111. On remarque que les sondages sont toujours réalisés ave une�etif d'environ 1000 personnes. Leur préision est don de l'ordre de ±3%. On note en�n queette préision est atteinte quelle que soit la taille de la population. Ainsi, pour un niveau depréision donné, il faut interroger le même nombre de personnes aux États-Unis, en Frane ouau Lihtenstein.Intervalle de on�ane de la moyenne : variane onnueNous avions vu que l'estimateur µ̂ de la moyenne µ d'une population est la moyenne arithmétique

µ̂ = X̄des éhantillons X1, . . . ,Xn. On rappelle les résultats suivants :
E[X̄ ] = µ V ar(X̄) = σ2/n.Par ailleurs, en appliation du TCL,

µ̂ − µ

σ/
√

n
L→ Z ∼ N (0, 1).On onstruit alors un intervalle de on�ane d'un façon semblable au paragraphe préédent :

−zα/2 ≤ Z ≤ zα/2

⇐⇒ −zα/2 ≤ µ̂ − µ

σ/
√

n
≤ zα/2

⇐⇒ µ̂ − zα/2σ/
√

n ≤ µ ≤ µ̂ + zα/2σ/
√

n.Finalement, on aboutit à l'intervalle de on�ane suivant :
[

X̄ − zα/2
σ√
n

; X̄ + zα/2
σ√
n

]

.



104 10 L'ESTIMATIONIntervalle de on�ane de la moyenne : éhantillon gaussien et variane inonnueSi la variane est inonnue, on ne peut plus utiliser la formule préédente. Une autre formule estbasée sur le résultat suivant, qui est donné sans démonstration :Théorème 10.3 Soit X1, . . . ,Xn un éhantillon de loi gaussienne N (µ, σ2). Alors la quantité
X̄ − µ

S/
√

nest une variable aléatoire distribuée omme une loi de Student à (n − 1) degrés de liberté, noté
T (n − 1).La densité d'une loi de Student à p degrés de liberté est donnée par la formule

f(t) =
1√

nB(1/2, p/2)(1 + t2/p)(p+1)/2ou B(m,n) est la fontion Beta qui vaut
B(m,n) =

∫ 1

0
tm−1(1 − t)n−1 dt.On peut montrer que E[T (p)] = 0 et V ar(T (p)) = p/(p − 2). On a en outre le résultat deonvergene suivant

T (p)
L→ N (0, 1)lorsque n → ∞. Les lois de Student sont tabulées ou préprogrammées, d'une façon tout à faitsimilaire à la loi normale. En pratique, on utilise la onvergene de T (p) vers une N (0, 1) dèsque p > 50.Grâe à e résultat, on onstruit un intervalle de on�ane de la moyenne en suivant la mêmedémarhe qu'au as préédent :

−tα/2 ≤ T (n − 1) ≤ tα/2

⇐⇒ −tα/2 ≤ µ̂ − µ

S/
√

n
≤ tα/2

⇐⇒ µ̂ − tα/2S/
√

n ≤ µ ≤ µ̂ + tα/2S/
√

n.Finalement, on aboutit à l'intervalle de on�ane suivant :
[

X̄ − tα/2
S√
n

; X̄ + tα/2
S√
n

]

,dont la formule est similaire à la préédente. Sa forme reste identique, mais il faut remplaer
zα/2 par tα/2 et σ (inonnu ii) par S.Il faut faire deux remarques :



10.4 Estimation par intervalle de on�ane 1051. L'hypothèse gaussienne est néessaire pour que X̄ soit gaussien et √
n(X̄ − µ)/S une

T (n − 1). Toutefois, si n est très grand, on peut s'a�ranhir de l'hypothèse gaussienne,et utiliser les propriétés du TCL. Dans e as on utilise les formules gaussiennes, ar onpro�te de la onvergene de X̄ et S vers des N (0, 1).2. On peut véri�er dans les tables que tα/2 ≥ zα/2 pour tous degrés de liberté et toutes valeursde α. Utiliser tα/2 au lieu de zα/2 revient don à augmenter l'amplitude de l'intervalle deon�ane. C'est le prix à payer en ontrepartie de l'estimation de la variane, plut�t que depouvoir travailler ave une variane onnue (e qui est tout de même un as plus réaliste).



106 11 LES TESTS D'HYPOTHÈSES11 Les tests d'hypothèses11.1 Présentation généraleEn statistique déisionnelle, on est souvent amené à tester une hypothèse sur une population àpartir d'un éhantillon de ette population. On veut par exemple véri�er l'e�aité d'une nou-velle variété de éréales, ou elle d'un nouveau médiament. Entre le moment où est déouverteune nouvelle moléule et sa mise sur le marhé sous la forme d'un médiament, il se passe denombreuses années (parfois jusqu'à dix ans), durant lesquelles on teste la moléule in vitro, puissur des obayes, puis sur des groupes humains, sains ou malades. La preuve de son e�aité doitêtre apportée, 'est-à-dire qu'il faut tester le médiament ontre un plaebo et ontre d'autresmédiaments aniens. Il doit évidemment être plus e�ae que le plaebo, mais aussi ne doit pasêtre moins e�ae que les aniens médiaments.Les tests sont e�etués de la façon suivante : on forme deux groupes, l'un à qui l'on donne leplaebo (ou les médiaments déjà existants) et l'autre à qui l'on donne le nouveau médiament.A�n d'éviter toutes in�uenes psyhologiques, ni les patients, ni les médeins ne savent e queprennent les malades ('est e qu'on appelle les tests en double aveugle).A la �n de l'essai, on ompare les résultats mesurés sur le groupe ayant reçu le médiament eteux du groupe témoin. On observe en général une di�érene. Mais omme haque individu estdi�érent, les résultats sur les deux groupes ont forément une omposante aléatoire (des essaissur des groupes di�érents auraient mené à des résultats di�érents). A�n de juger de l'e�aitédu nouveau médiament, on attend une di�érene importante. En termes statistiques, on ditune di�érene signi�ative. Une di�érene trop faible sera mise sur le ompte du hasard, et lenouveau médiament n'aura pas fait ses preuves.Formalisons maintenant un peu et exemple. On souhaite tester une hypothèse (le nouveau mé-diament est plus e�ae que l'anien). En fait, omme la siene est onservatrie par néessité,on n'aepte une nouvelle hypothèse que si on apporte la preuve que l'anienne doit être rejetée.Dans notre exemple, l'anienne hypothèse est : le nouveau médiament n'est pas plus e�aeque l'anien. En statistique, l'anienne hypothèse est appelée l'hypothèse neutre, ou l'hypothèsenulle13, et notée H0.On va onfronter ette hypothèse aux données de notre éhantillon, et un peu omme dans unproès d'assises où il faut apporter la preuve de la ulpabilité de l'ausé, il faudra apporterla preuve de la ulpabilité de l'hypothèse nulle, 'est-à-dire la preuve que les données sont enontradition ave H0. Si les données sont trop en désaord ave H0, on sera amené à rejeter
H0. En revanhe, si les données ne sont pas en désaord ave H0, on ne rejettera pas H0.13Non pas qu'elle soit nulle en soi, mais 'est une tradution malheureuse de l'anglais null hypothesis qui signi�ehypothèse neutre.



11.1 Présentation générale 107Appliquée à l'exemple des médiaments, l'hypothèse nulle est � il n'y a pas de di�érene entrele nouveau et l'anien médiament �. On ompare les résultats obtenus dans les deux groupes.S'ils sont peu di�érents, on ne rejette pas H0, don on dit que le nouveau médiament n'apportepas de gain signi�atif et on onserve l'anien. S'ils sont très di�érents (en faveur du nouveau,bien sûr), on rejette H0, 'est-à-dire qu'on abandonne l'anien pour le nouveau.En lisant attentivement l'exemple préédent, on aura remarqué que fae à l'hypothèse nulle, quireprésente le statu quo, il y a une autre hypothèse, elle qui nous intéresse vraiment, et qu'onaimerait voir valider par le rejet de H0. Cette seonde hypothèse, notée H1 est dite l'hypothèsealternative.Un test statistique est une méthode mathématique et reprodutible qui vise àprendre une déision quant au rejet ou non d'une hypothèse nulle H0, fae à unehypothèse alternative H1.La démarhe générale pour élaborer un test d'hypothèse est la suivante :1. Dé�nir le adre statistique (type d'éhantillon, loi de probabilité et,...)2. Dé�nir mathématiquement H0 (par exemple, les espéranes sont égales).3. Dé�nir mathématiquement H1 (par exemple, les espéranes sont di�érentes).4. Fixer une valeur pour α.5. En déduire le test et rejeter ou non H0.6. Ne pas oublier de onlure en rappelant la déision prise, ave son niveau de risque.Appliquée à l'exemple du médiament, la démarhe est don la suivante :1. Le nombre de personne guéries suit une loi binomiale de paramètres p (taux de guérison,inonnu) etn (e�etif du groupe sur lequel on réalise le test).2. L'hypothèse H0 est que le nouveau médiament a la même e�aité que les aniens, dontle taux de guérison est onnu et vaut p0. Don,
H0 : p = p0.3. L'hypothèse alternative est que le nouveau médiament est plus e�ae que les aniens.Don,
H1 : p > p0.4. On hoisit un niveau de risque, par exemple α = 5%.5. Au niveau α on détermine une valeur pc au delà de laquelle on ne onsidère plus que H0est vrai. Si la valeur observée, p̂ > pc, on rejette H0 ; sinon on ne rejette pas H0.6. On onlut sur l'e�aité du médiament.



108 11 LES TESTS D'HYPOTHÈSESNotons que dans la pratique des tests, on fait tous les aluls théoriques en supposant que H0est vrai. La raison en est double :1. Tout d'abord, H0 est notre hypothèse neutre. C'est dans le adre de ette hypothèse quel'on véri�e si les données sont ompatibles ave elle-i.2. En relation ave le point préédent, 'est souvent le seul adre dans lequel on peut faire lesaluls. En e�et, dans l'exemple des médiaments, H0 orrespond à une e�aité identiqueet H1 orrespond à une e�aité supérieure. Il est faile de faire les aluls dans le premieras (les moyennes sont égales), mais pas dans le seond (la di�érene de moyenne n'est passpéi�ée).Lorsqu'on prend une déision sur les hypothèses, on prend le risque de se tromper, ar il se peutque, par hasard, notre éhantillon indique une di�érene là ou il y en a pas, ou l'inverse. Deuxtypes d'erreur sont possibles.1. Rejeter H0 alors que H0 est vraie. C'est e qu'on appelle le risque de première espèe, oul'erreur de type I. Dans la théorie des tests statistiques, 'est le paramètre que l'on ontr�le.On note :
α = P (ommettre une erreur de type I).La probabilité α s'appelle le niveau de risque.2. Ne pas rejeter H0 alors qu'il aurait fallu. C'est l'erreur de seonde espèe, ou de type II(qui est plus di�ile à évaluer). On note :
β = P (ommettre une erreur de type II).La quantité 1−β (la probabilité de ne pas ommettre une erreur de type II) est appelée lapuissane du test. Nous reverrons ette notion de puissane plus en détail au paragraphe11.4.Dans l'exemple hoisi pour introduire la notion de test, on avait en tête que le nouveau médi-ament est meilleur que l'anien ('est l'hypothèse que l'on herhe à valider). On fait don untest où les hypothèses sont :

H0 : e�aité équivalente,ontre :
H1 : meilleure e�aité pour le nouveau médiament.L'hypothèse H1 ne onsidère pas que l'e�aité du nouveau médiament puisse être inférieure àl'anien. L'hypothèse alternative est une inégalité simple. On dit que le test est unilatéral (iln'y a qu'un seul �té à l'inégalité).On peut aussi onsidérer des tests pour lesquels l'hypothèse alternative est :

H1 : e�aité di�érente.



11.2 Test de proportion 109Dans e dernier as, on ne spéi�e pas dans quel sens a lieu l'inégalité : e�aité plus grande ouplus faible. On parle alors de test bilatéral.Pour haque type d'hypothèse à tester, il existe un test bien partiulier à mettre en ÷uvre. Nousallons illustrer les tests statistiques à partir de deux as : test de proportion et test de moyenne.11.2 Test de proportionSoit un éhantillon de taille n d'une population dans laquelle la probabilité d'une ertaine a-ratéristique est p (inonnue). Cette aratéristique est observée ave une fréquene statistique
p̂ dans l'éhantillon. On veut tester :

H0 : p = p0,ontre
H1 : p > p0,où p0 est une valeur préise. Si p̂ est � trop � di�érente de p0, on rejette H0. Dans le asontraire, on ne rejette pas H0. Il s'agit maintenant de onstruire le test statistique, 'est-à-direde déterminer une valeur pc, appelée valeur ritique, telle que si p̂ > pc, la di�érene p̂ − p0 estjugée � trop � grande.On a vu à de multiples reprises que p̂ est l'estimateur optimal de p. On travaille sous H0, e quisigni�e que p = p0. Dans e as,

p̂ − p0
√

p0(1 − p0)/n

L→ N (0, 1).On détermine la valeur pc à partir du taux d'erreur de première espèe que l'on aepte. Si onne veut jamais ommettre ette erreur, la seule solution onsiste à ne jamais rejeter H0, e quine présente auun intérêt. Don, on ommene par se �xer un niveau de risque α qui permet dedéterminer pc de la façon suivante :
P (rejetter H0 | H0 vraie) = α

⇐⇒ P (p̂ > pc | p = p0) = α

⇐⇒ P ( p̂−p0√
p0(1−p0)/n

> pc−p0√
p0(1−p0)/n

) = α

⇐⇒ P (N (0, 1) > pc−p0√
p0(1−p0)/n

) = α,en appliquant le Théorème Central Limite. Don,
pc − p0

√

p0(1 − p0)/n
= zαet

pc = p0 + zα

√

p0(1 − p0)/n,



110 11 LES TESTS D'HYPOTHÈSESoù zα désigne le quantile 1 − α de la loi gaussienne, 'est-à-dire,
P (N (0, 1) < zα) = 1 − α.Don, �nalement, H0 sera rejeté si :̂
p > p0 + zα

√

p0(1 − p0)/n.La valeur pc est appelée la valeur ritique du test, et l'intervalle [pc,+∞[, la zone ritique.Exemple Le taux de survie à un an d'une maladie grave vaut 35%. Un nouveau médiament esttesté sur un groupe de 84 malades. Le suivi longitudinal de es malades a montré que 38 maladesétaient enore en vie après un an. Est-e une amélioration signi�ative du taux de survie ?On va tester H0 : p = 35% ontre H1 : p > 35%. On observe 38 survies, don p̂ = 38/84 =

0, 4524 (un taux de 35% donne 29 survies). Le seuil ritique est :
pc = 0, 35 + zα

√

0, 35 × 0, 65/84 = 0, 35 + zα × 0, 0520.� Si α = 0, 05, alors les tables statistiques donnent zα = 1, 645 et pc = 0, 35 + 0, 0855 = 0, 4355.Comme p̂ > pc, on rejette H0.� Si α = 0, 01 (e serait par exemple le as si le médiament a des e�ets seondaires importants ;on ne l'adoptera que si la di�érene de survie est très signi�ative), alors zα = 2, 33 et pc =

0, 35 + 0, 121 = 0, 471. Comme p̂ < pc, on ne rejette plus H0.On voit don que la déision statistique hange en fontion du niveau de risque hoisi. Comme ilest évidemment hors de question de hoisir le niveau de risque en fontion de la réponse souhaitée,la pratique statistique lassique est de déterminer e niveau avant de faire le test.11.3 Tests de moyenneLes tests de moyennes se font de façon di�érente selon que la variane est onnue ou inonnue.Nous ommenerons par le as le plus simple, lorsque la variane est onnue.Variane onnueSoit X1, . . . ,Xn un éhantillon de taille n de moyenne inonnue m et de variane onnue σ2. Onsouhaite faire le test bilatéral :
H0 : m = m0,ontre
H1 : m 6= m0,où m0 est une valeur préise.



11.3 Tests de moyenne 111La statistique de test sera la moyenne arithmétique X̄ , 'est à dire que si X̄ est trop di�érent de
m0, on rejette H0. Dans le as ontraire on ne rejette pas H0.Sous H0, le TCL (voir paragraphe 8.3) donne la onvergene suivante :

X̄ − m0

σ/
√

n
L→ N (0, 1).Au niveau de risque α, le test se onstruit par la suite d'équivalene suivante :

P (ne pas rejetter H0 | H0 vraie) = 1 − α

⇐⇒ P (−zα/2 < X̄−m0

σ/
√

n
< zα/2) = 1 − α

⇐⇒ P (m0 − zα/2σ/
√

n < X̄ < m0 + zα/2σ/
√

n) = 1 − α.Don si X̄ est dans l'intervalle
[m0 − zα/2σ/

√
n , m0 + zα/2σ/

√
n],on ne rejette pas H0. Dans le as ontraire, on rejette H0.Exemple Par dé�nition, le Quotient Intelletuel (QI) d'une population a pour moyenne 100 etpour éart-type 20. On fait passer des tests à 36 étudiants de l'IUP d'Avignon et on observe unemoyenne de 106,1. Au risque α = 5%, peut-on onlure que les étudiants de l'IUP d'Avignonsont di�érents du reste de la population ?Telle que la question est posée, un test bilatéral s'impose. On va don tester :

H0 : m = m0,ontre
H1 : m 6= m0.Dans et exemple, m0 = 100, σ = 20, n = 36 et X̄ = 106, 1. Au risque 5%, zα/2 = 1, 96.L'hypothèse H0 : m = 100 n'est pas rejetée si X̄ est ompris dans l'intervalle

[m0 − zα/2 σ/
√

n , m0 + zα/2 σ/
√

n]

= [100 − 1, 96.20/6 , 100 + 1, 96.20/6]

= [100 − 6, 5 , 100 + 6, 5]

= [93, 5 , 106, 5].Comme X̄ = 106, 1 est ompris dans l'intervalle, on ne rejette pas l'hypothèse nulle au risque5%.Si on part du présupposé que les étudiants de l'IUP sont plus intelligents que la populationgénérale, on peut faire le test unilatéral ave omme hypothèse alternative :
H1 : m > m0.



112 11 LES TESTS D'HYPOTHÈSESDans e as, on ne rejette pas H0 si
X̄ < m0 + zα σ/

√
n.Au risque 5%, on a zα = 1, 645. Alors m0 + zα σ/

√
n = 100+1, 645.20/6 = 105, 5. En pratiquantun test unilatéral on rejette H0.Cet exemple montre que le résultat d'un test peut dépendre du type de test que l'on fait :unilatéral ou bi-latéral. C'est un point sur lequel il faut toujours être vigilant.Variane inonnueSi la variane est inonnue et seulement estimée, on ne peut plus utiliser la onvergene donnéepar le TCL pour fair le test14. Dans e as, on doit remplaer l'utilisation de la loi gaussiennestandard par une loi de Student à (n − 1) degrés de liberté.Pour un test bilatéral par exemple, on ne rejette pas l'hypothèse H0 si X̄ est ompris dansl'intervalle

[m0 − tα/2S/
√

n , m0 + tα/2S/
√

n]où tα/2 est le quantile d'une loi de Student à (n − 1) degrés de liberté.Exemple On reprend le même exemple que préédemment, mais ii, on suppose que l'éart-type
S = 20 est alulé à partir des résultats sur les 36 étudiants. Au risque 5%, le test bilatéral nousdonne l'intervalle de non-rejet suivant (ave t0,025 = 2, 03 lu à partir des tables statistiques) :

[100 − 2, 03.20/6 , 100 + 2, 03.20/6] = [93, 2 , 106, 8].Le test unilatéral au même niveau de risque, ave t0,05 = 1, 69 donne l'intervalle de non-rejet :
] −∞ , 100 + 1, 69.20/6] =] −∞ , 105, 6].A nouveau, on ne rejette pas H0 pour un test bilatéral, mais on la rejette pour un test unilatéral.11.4 Puissane d'un testOn rappelle que la puissane d'un test est la probabilité de ne pas ommettre un erreur de typeII, 'est-à-dire 'est la probabilité de rejeter H0 lorsque H1 est vraie. On voit tout de suite ladi�ulté qu'il y a à évaluer la puissane : il faut spéi�er numériquement l'hypothèse alternative.Nous allons illustrer la notion de puissane en reprenant le as du test unilatéral d'une propor-tion. On rappelle qu'on a un éhantillon de taille n d'une population présentant une ertainearatéristique ave une probabilité p. L'estimateur est la fréquene statistique de ette araté-ristique dans l'éhantillon, p̂. On teste H0 : p = p0 ontre H1 : p > p0. Pour faire le alul14sauf si l'éhantillon est vraiment très important (e qui est rarement le as).



11.5 Seuil de signi�ativité ou p-valeur 113de la puissane, on doit se plaer sous H1. On suppose don que la proportion réelle dans lapopulation est p > p0. On alule la puissane :
1 − β = P (rejetter H0 | H1 vraie)

= P (p̂ > pc | p)

= P

(

p̂ − p
√

p(1 − p)/n
>

pc − p
√

p(1 − p)/n

)

= P

(

N (0, 1) >
pc − p

√

p(1 − p)/n

)en utilisant la onvergene
p̂ − p

√

p(1 − p)/n

L→ N (0, 1).Or, pc = p0 + zα

√

p0(1 − p0)/n. Don :
1 − β = P

(

N (0, 1) > zα

√

p0(1 − p0)

p(1 − p)
− p − p0
√

p(1 − p)/n

)

= 1 − Φ

(

zα

√

p0(1 − p0)

p(1 − p)
− p − p0
√

p(1 − p)/n

)en notant Φ(·) la fontion de répartition d'une variable aléatoire gaussienne standard. Dans etteexpression, on voit que pour p0 et pour α �xé, la puissane est une fontion de la proportion vraie,
p. On représente en générale la puissane en fontion du paramètre de l'hypothèse alternative :'est e qu'on appelle la ourbe de puissane. La �gure 12 montre ette ourbe pour l'exemplemédial étudié au paragraphe 11.2. En trait plein est représenté la ourbe de puissane pour
α = 0, 05 et n = 84. On voit que pour p = p0, la puissane est égale au niveau de risque α(ela se véri�e immédiatement en remplaçant p par p0 dans l'expression de la puissane), puisla puissane augmente lorsque p s'éloigne de p0. La puissane du test indique le pouvoir dedisrimination du test, et la forme de la ourbe nous indique que dans le as où H1 est vraie, ona d'autant plus de hanes de rejeter H0 que la vraie valeur p est éloigné de p0.En pointillé plein on a représenté la ourbe de puissane lorsque le nombre de données double(n = 168). On voit que la puissane augmente ave le nombre de données. En pointillé léger �gurela ourbe de puissane lorsque le niveau de risque est α = 0, 01. Dans e as la puissane diminue,ar si on herhe à diminuer la possibilité d'une erreur de type I, ela se fait néessairement audétriment des erreurs de type II.11.5 Seuil de signi�ativité ou p-valeurJusqu'à présent, nous avons présenté les tests d'hypothèses omme une proédure visant à rejeterou ne pas rejeter une hypothèse H0 en présene d'une hypothèse alternative H1, s'étant �xé apriori un niveau de risque α.
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Fig. 12 � Courbes de puissane d'un test de proportion.Une autre démarhe est possible. Plut�t que de �xer α et déider de H0, on alule diretementla probabilité de rejeter H0 pour la valeur de la statistique observée. On appelle ette valeur unseuil de signi�ativité, ou une p-valeur (e dernier terme est la tradution de l'anglais p-value),et on la note α0.On reprend le as étudié au paragraphe 11.2. Si on note pobs la proportion observée, on a l'égalitésuivante :
α0 = P (rejeter H0 | H0 vraie) = P (p̂ > pobs | p = p0),où on rappelle que p̂ est la variable aléatoire représentant la fréquene statistique. Comme sous

H0 :
p̂ − p0

√

p0(1 − p0)/n

L→ N (0, 1),on a :
α0 = P

(

N (0, 1) >
pobs − p0

√

p0(1 − p0)/n

)

= 1 − Φ

(

pobs − p0
√

p0(1 − p0)/n

)

.Ave les valeurs de l'exemple médial, ela nous donne
α0 = 1 − Φ

(

0, 4524 − 0, 35
√

0, 35.0, 65/84

)

= 1 − Φ(1, 968) = 0, 024.Cette valeur est la probabilité d'avoir, sous H0, un taux de survie supérieur à elui observé. Sion onsidère ette probabilité élevée, il ne faut pas rejeter H0 et ne le rejeter que si on observe



11.5 Seuil de signi�ativité ou p-valeur 115un taux de survie enore supérieur. En revanhe, si on onsidère ette probabilité omme faible,il ne faut pas rejeter H0.Rappelons-nous que H0 est rejeté au niveau de risque 5%, mais n'est pas rejeté au niveau 1%.Il apparaît don logique que la p-valeur, α0, soit entre es deux valeurs. En fait, α0 est la valeurpour laquelle la déision s'inverse. Si α > α0, on rejette H0. Si α < α0, on ne rejette pas H0.



116 12 MODÉLISATION BIVARIABLE12 Modélisation bivariable12.1 Desription de données bivariablesOn a un éhantillon de n données (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn). A�n de visualiser le lien entre esdeux variables, l'outil de desription le plus fréquemment utilisé est de représenter le nuage depoints (xi, yi) sur un plan XY . On visualise alors immédiatement le lien entre les deux variables.Toutefois, ette façon de faire ne permet pas de quanti�er e lien. Le paramètre quantitatif leplus utilisé pour dérire e lien est le oe�ient de orrélation linéaire
r =

1/n
∑n

i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)

sxsyoù
sx =

1

n

n
∑

j=1

(xj − x̄)2est l'éart-type des valeurs marginales xi et sy est l'éart-type des yi. On rappelle que pour desvariables aléatoires (X,Y ), le oé�ient de orrélation linéaire est dé�nit par
ρ =

E[(X − X̄)(Y − Ȳ )]

σ(X)σ(Y )
.dont les propriétés avaient été présentée au paragraphe 7.4.De façon similaire à ρ, r indique un lien linéaire entre les données (xi) et (yi). On a également

−1 ≤ r ≤ 1. Si |r| = 1 il y a un lien linéaire exat entre les deux variables (d'où le nom). Plus rest prohe de 1, plus on est prohe d'un lien linéaire.La �gure 13 illustre quelques situations aratéristiques : en (a), les variables aléatoires sontindépendantes ; en (b), il existe un lien linéaire entre X et Y ; en (), il y a un lien quadratique ;en (d), il y a un lien multipliatif (qui est plus di�ile à distinguer).12.2 La régression linéaireSupposons qu'après avoir dessiné le graphe des données (xi, yi), on observe une tendane linéaireet on souhaite ajuster une droite qui lie y à x. Plusieurs points de vue peuvent être adoptés pourrésoudre e problème, et il mènent (heureusement) tous au mêmes équations.1. Les moindres arrésOn reherhe a et b tels que
y∗i = a + bxisoit � la meilleure � approximation de yi. La quantité y∗i − yi est l'erreur d'estimation ommiselorsque yi est estimé par y∗i . On va herher à minimiser l'erreur quadratique totale

Q =
n
∑

i=1

(y∗i − yi)
2 =

n
∑

i=1

(a + bxi − yi)
2.
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Fig. 13 � Représentation de ouples de variables aléatoires (X,Y ) : (a) indépendantes ; (b) lienlinéaire ; () lien quadratique ; (d) lien multipliatif.



118 12 MODÉLISATION BIVARIABLEPour ela, on va reherher les valeurs qui annulent les dérivées premières de Q par rapport à aet b. La dérivée par rapport à a donne :
∂Q

∂a
(a, b) = 0 ⇐⇒ 2

∑

i

(a + bxi − yi) = 0

⇐⇒ a + bx̄ − ȳ = 0

⇐⇒ ȳ = a + bx̄,e qui montre que la droite reherhée passe par le baryentre (x̄, ȳ) du nuage de points. Laseonde dérivée donne :
∂Q

∂b
(a, b) = 0 ⇐⇒ 2

∑

i

xi(a + bxi − yi) = 0

⇐⇒
∑

i

xi(ȳ − bx̄ + bxi − yi) = 0

⇐⇒
∑

i

xi(ȳ − yi) − b
∑

i

xi(x̄ − xi) = 0

⇐⇒ rsxsy − bs2
x = 0qui s'annule lorsque

b = r
sy

sx
.La droite reherhée, qui s'appelle la droite de la régression de y est �nalement la droite

y = ȳ + r
sy

sx
(x − x̄). (2)Si r = 0, la pente est nulle, et y = ȳ devient la meilleure estimation de y, indépendamment de x.2. Point de vue probabilisteSoit (X,Y ) un ouple de variables aléatoires. De la même façon qu'au paragraphe préédent, onva reherher la droite Y ∗ = a + bX qui donne la meilleure estimation possible de Y quand Xest onnue.Le ritère utilisé ii est de minimiser Q = E[(Y ∗ − Y )2]. Comme au paragraphe préédent, onrésout e problème en annulant les dérivées premières de

Q = E[(Y ∗ − Y )2] = E[Y ∗2 − 2Y Y ∗ + Y 2] = E[(a + bX)2] − 2E[Y (a + bX)] + E[Y 2]

= a2 + 2abE[X] + b2E[X2] − 2aE[Y ] − 2bE[XY ] + E[Y 2].Annuler les dérivées premières par rapport à a et b donne :
∂Q

∂a
(a, b) = 0 ⇐⇒ 2a + 2bE[X] − 2E[Y ] = 0

⇐⇒ µY = a + bµX .
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∂Q

∂a
(a, b) = ⇐⇒ 2aE[X] + 2bE[X2] − 2E[XY ] = 0

⇐⇒ 2aE[X] + 2b(V ar(X) + µ2
X) − 2(Cov(X,Y ) + µXµY ) = 0.En remplaçant dans ette dernière expression a par µY − bµX , on arrive à

b =
Cov(X,Y )

V ar(X)
= ρ

σy

σx
. (3)La première équation indique que Y ∗ est une estimation sans biais de Y , ar on a E[Y ∗] = E[Y ].Nous avions vu au paragraphe 10.1 qu'en absene de biais, minimiser l'éart quadratique ouminimiser la variane était équivalent. C'est le as ii, et la seonde équation de la régressionprovient don aussi de la minimisation de la variane V ar(Y ∗ − Y ).On voit don que la régression linéaire d'une variable aléatoire (ii Y ) par une autre (ii X) estobtenue en reherhant l'estimateur linéaire, sans biais, de variane minimale, e qu'on appelleen anglais un BLUE (Best Linear Unbiased Estimator).Il faut enore noter que l'équation 3 est formellement identique à 2. On voit don, à travers ealul, le lien qui existe entre la minimisation d'une variane et le problème purement algébriquedes moindres arrés.3. Point de vue statistiqueEn�n, il existe un troisième point de vue, statistique elui-i. On onsidère le modèle statistique :

yi = a + bxi + ǫi.Dans e modèle, on érit que la donnée yi est liée linéairement à xi, à une erreur ǫi près. Ii,
xi et yi ne sont pas aléatoires, 'est l'erreur qui est modélisée par une variable aléatoire, quel'on supposera gaussienne N (0, σ2), 'est-à-dire d'espérane nulle et de variane σ2. En outre, onsupposera que les variables aléatoires ǫi et ǫj sont indépendantes, pour tous indies i et j. Lesparamètres a et b sont inonnus, et on herhe à les estimer.On va pour ela utiliser une méthode du maximum de vraisemblane. Comme

ǫi = yi − a − bxiest un éhantillon de taille n d'une variable aléatoire gaussienne, la vraisemblane s'érit :
L(· · · ; a, b) =

n
∏

i=1

1

σ
√

2π
exp

{

−(yi − a − bxi)
2

2σ2

}

.Le négatif de la log-vraisemblane est don :
− ln L(· · · ; a, b) =

n

2
ln(2π) + n lnσ +

1

2σ2

n
∑

i=1

(yi − a − bxi)
2.



120 12 MODÉLISATION BIVARIABLEMaximiser la vraisemblane est équivalent à minimiser − ln L, et il est immédiat que ela revientà minimiser∑n
i=1(yi−a−bxi)

2. En d'autres termes, l'estimation par maximum de vraisemblaneest équivalente à la solution des moindres arrés. C'est entre autres raisons ette propriété ma-thématique qui fait que la densité gaussienne est la densité de loin la plus utilisée en statistiques.On aboutit don �nalement aux estimateurs suivants :
b̂ = r

sY

sX

â = ȳ − b̂x̄

ŷi = â + b̂xi

σ̂2 =
1

n

∑

i

(yi − (â + b̂xi))
2On peut énoner le théorème suivant, sans en présenter la preuve qui sort du adre de e ours :Théorème 12.1 Soit le problème de régression linéaire présenté i-dessus. Alors,� â et b̂ sont les meilleurs (.-à.-d. onvergents, sans biais et de varianes minimales) estimateursde a et b.� Par onséquent, ŷi = â + b̂xi est le meilleur estimateur de yi.ConlusionsCe n'est là qu'un premier aperçu rapide et super�iel de la régression, qui oupe une plae trèsimportante en statistique. Nous ferons trois remarques rapides qui permettront peut-être de sefaire une idée de la rihesse de e sujet.� Le problème se généralise assez aisément au as où on a plusieurs variables expliatives :

X1,X2, . . . ,Xp (ii, les exposants n'indiquent pas une puissane, mais un numéro de variables).Un problème qui fait toujours l'objet de reherhes très atives est elui de la séletion desvariables réellement expliatives lorsque elles-i sont très nombreuses dans le jeu de données.Les études médiales sont des exemples typiques. On va par exemple mesurer sur des sujets lasurvie à une maladie en notant un très grand nombre de aratéristiques de es sujets (variablesmédiales, habitudes alimentaires et d'hygiènes, variables biologiques, . . .). On atteint rapide-ment plusieurs dizaines de variables, dont seulement ertaines sont réellement pertinentes. Lebut de l'analyse statistique sera de trouver lesquelles et d'estimer leur in�uene.� Il est bien entendu possible de onstruire des tests visant à rejeter l'hypothèse nulle H0 : b = 0ontre une alternative. Cela peut être fait dans le as d'une seule variable ou lorsqu'on aplusieurs ovariables.� On n'est pas néessairement limité aux relations linéaires. Ainsi des relations du type yi = axb
iou yi = aebxi se linéarisent failement en passant au logarithme.



12.2 La régression linéaire 121Par ailleurs, des méthodes appelées Modèle Linéaire Généralisé permettent de prendre enompte des relations plus omplexes enore, tout en se ramenant in �ne à des équationslinéaires.


